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ÂÑÒÓÏ

Ãåîìåòðiÿ ÿê íàóêà ñôîðìóâàëàñÿ â Ñòàðîäàâíié Ãðåöi¨ â ïåðiîä VII�V ñò. äî íîâî¨ åðè.
Ó öüîìó âiäiãðàëè çíà÷íó ðîëü Ôàëåñ (625�547 ð.ð. äî í.å.), Ïiôàãîð (580�500 ð.ð. äî í.å.),
Äåìîêðèò (467�370 ð.ð. äî í.å.) òà iíøi. Ïiôàãîð âiäêðèâ iððàöiîíàëüíi ÷èñëà. Ãiïîêðàò Õi-
îñüêèé íàïèñàâ òâið ç ãåîìåòði¨, ÿêèé äî íàñ íå äiéøîâ (ïðî íüîãî çãàäó¹òüñÿ ó òâîðàõ iíøèõ
ãðåöüêèõ ãåîìåòðiâ). Ãiïîêðàò Õiîñüêèé âïåðøå âèêîíàâ êâàäðàòóðó êðèâîëiíiéíî¨ ôiãóðè.
Ó òîé ÷àñ ãåîìåòðiÿ âæå ñêëàëàñü ÿê íàóêà ç ¨¨ ñèñòåìîþ ëîãi÷íèõ âèñíîâêiâ. Ïðîöåñ ôîð-
ìóâàííÿ ãåîìåòði¨ âiä ïðàâèë âèìiðþâàííÿ çåìåëüíèõ äiëÿíîê äî ëîãi÷íî¨ ñèñòåìè òåîðåì
îõàðàêòåðèçóâàâ ãðåöüêèé â÷åíèé Åâäåì Ðîäîñüêèé (4 ñò. äî í.å.): "Ãåîìåòðiÿ áóëà âiäêðèòà
¹ãèïòÿíàìè i âèíèêëà ïðè âèìiðþâàííi çåìëi. Öå âèìiðþâàííÿ áóëî ¨ì íåîáõiäíå âíàñëiäîê
ðîçëèòòÿ ði÷êè Íië, ÿêà ïîñòiéíî çìèâàëà ìåæi. Íåìà¹ íi÷îãî äèâíîãî, ùî öÿ íàóêà, ÿê i
iíøi, âèíèêëà iç ïîòðåá ëþäèíè". Îñíîâíi äîñÿãíåííÿ ãåîìåòði¨ ñèñòåìàòèçóâàâ i âèêëàâ ó
ëîãi÷íié ïîñëiäîâíîñòi Åâêëiä ó ïðàöi "Ïî÷àòêè"(330�275 ð.ð. äî í.å.). Öåé òâið íàñòiëü-
êè áåçäîãàííèé äëÿ ñâîãî ÷àñó, ùî ïðîòÿãîì äâîõ òèñÿ÷ ðîêiâ âií áóâ ¹äèíèì ïîñiáíèêîì
äëÿ òèõ, õòî âèâ÷àâ ãåîìåòðiþ. Àðõiìåä iç Ñiðàêóç (III ñò. äî í.å.) çíàéøîâ ôîðìóëè äëÿ
äîâæèíè êîëà, ïëîùi êðóãà, äëÿ îá'¹ìiâ êóëi òà öèëiíäðà. Àïîëëîíié Ïåðãåéñüêèé (III ñò.
äî í.å.) ðîçðîáèâ òåîðiþ êîíi÷íèõ ïåðåðiçiâ. Íàçâåìî ïðiçâèùà âèäàòíèõ â÷åíèõ, ÿêi ó ñâié
÷àñ çäiéñíèëè âàæëèâi âiäêðèòòÿ ó ãåîìåòði¨: Ïðîêë (410�485 ð.ð.), Äåçàðã (1593�1662), Äå-
êàðò (1596�1650), Ïàñêàëü (1623�1662), Ñàêêåði (1667�1733), Ëàìáåðò (1728�1777), Ïîí-
ñåëå (1789�1867), Ìîíæ (1746�1818), Ãàóññ (1777�1855), Ëîáà÷åâñüêèé (1792�1856), Áî-
ëüÿé É. (1802�1860), Ðiìàí (1826�1866), Êëåéí (1849�1925), Êåëi (1821�1895), Áåëüòðà-
ìi (1835�1900), Ãiëüáåðò (1862�1943), Ïóàíêàðå (1854�1912), Ïàø (1843�1930), Ïîãîð¹ëîâ
Î.Â. (1919), Êîëìîãîðîâ À.Ì. (1903�1987), Àëåêñàíäðîâ Î.Ä. (1912�1999).

Äîñëiäæåííÿ àêñiîìàòèêè åâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨ áóëî çàâåðøåíî Ä.Ãiëüáåðòîì (1899 ð.).
Âií äîâiâ, ùî éîãî ñèñòåìà àêñiîì íåñóïåðå÷ëèâà, ÿêùî íåñóïåðå÷ëèâà àðèôìåòèêà. Ó 1826
ð. Ì.I.Ëîáà÷åâñüêèé ìàéæå îäíî÷àñíî ç É.Áîëüÿé âiäêðèâà¹ íååâêëiäîâi ãåîìåòði¨. Ïðîáëåìà
îáãðóíòóâàííÿ òåîði¨ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ, ÿêà áóëà âiäêðèòà ïîíàä 20 ñòîëiòü, ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ
âiäêðèòòÿì íååâêëiäîâèõ ãåîìåòðié. Öèì áóëî ïîêëàäåíî ïî÷àòîê óçàãàëüíåíîãî ïîãëÿäó íà
ãåîìåòðiþ, ÿêèé ïðèâiâ äî ñó÷àñíîãî ïîíÿòòÿ àáñòðàêòíîãî ïðîñòîðó ç ÷èñëåííèìè çàñòî-
ñóâàííÿìè ÿê ó ìàòåìàòèöi, òàê i â ñóìiæíèõ ç íåþ îáëàñòÿõ. Ïðèáëèçíî â òîé ÷àñ, êîëè
Ëîáà÷åâñüêèé ïî÷èíàâ ñâî¨ äîñëiäæåííÿ ïðî ïàðàëåëüíi ïðÿìi i êîëè çàðîäæóâàëàñÿ òåî-
ðiÿ ïîâåðõîíü Ãàóññà, âèíèêëà ïðîåêòèâíà ãåîìåòðiÿ. Ó 70-òi ðð. XIX ñò. Ô.Êëåéí âiäêðèâà¹
çâ'ÿçîê ìiæ ãåîìåòðè÷íèìè ñèñòåìàìè Åâêëiäà, Ëîáà÷åâñüêîãî òà Ðiìàíà, çàñíîâàíèé íà
ïðîåêòèâíié ãåîìåòði¨. Êëåéíîì ðîçâèíóòà ãåîìåòðè÷íà êîíöåïöiÿ ÿê òåîðiÿ iíâàðiàíòiâ äå-
ÿêî¨ ãðóïè ïåðåòâîðåíü. Ãðóïîâèé ïiäõiä ó ðîçóìiííi ñóòi ãåîìåòði¨, âèñëîâëåíèé Êëåéíîì ó
ëåêöi¨ "Ïîðiâíÿëüíèé îãëÿä íàéíîâiøèõ ãåîìåòðè÷íèõ äîñëiäæåíü", ÿêà óâiéøëà â iñòîðiþ
íàóêè ïiä íàçâîþ "Åðëàíãåíñüêà ïðîãðàìà"(1872 ð.), äîçâîëÿ¹ êëàñèôiêóâàòè íàéâàæëèâiøi
ãåîìåòðè÷íi ñèñòåìè.
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1. ÏÐÎÃÐÀÌÀ ÊÓÐÑÓ
"ÎÑÍÎÂÈ ÃÅÎÌÅÒÐI�I"

1. "Ïî÷àòêè"Åâêëiäà òà ¨õ çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà. Ïðèêëàäè îçíà÷åíü, ïîñòóëàòiâ (V
ïîñòóëàò Åâêëiäà), àêñiîì. Òâåðäæåííÿ Ëåæàíäðà. Åêâiâàëåíòè V ïîñòóëàòó Åâêëiäà.

2. Ñèñòåìà àêñiîì Î.Â.Ïîãîð¹ëîâà, ¨¨ çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà. Àêñiîìè çâ'ÿçêó òà ¨õ
îêðåìi íàñëiäêè (òåîðåìà ïðî âçà¹ìíå ðîçìiùåííÿ äâîõ ïðÿìèõ, äâîõ ïëîùèí òà ïðÿìî¨ i
ïëîùèíè). Òåîðåìà ïðî íàëåæíiñòü òî÷îê ïëîùèíi. Àêñiîìè ïîðÿäêó. Îçíà÷åííÿ: íàïðÿìêó
íà ïðÿìié, ïiâïðÿìî¨, âiäðiçêà, ïîíÿòòÿ "ìiæ". Òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ âíóòðiøíiõ òî÷îê ó âiä-
ðiçêà. Îçíà÷åííÿ êóòà, òðèêóòíèêà. Òåîðåìà Ïàøà. Ïîíÿòòÿ "ìiæ"äëÿ ïðîìåíiâ çi ñïiëüíîþ
âåðøèíîþ. Àêñiîìè ðóõó. Îçíà÷åííÿ êîíãðóåíòíîñòi ôiãóð. Êîíãðóåíòíiñòü ÿê âiäíîøåííÿ
åêâiâàëåíòíîñòi ôiãóð. Òåîðåìà ïðî êîíãðóåíòíiñòü âiäðiçêiâ AB i BA, êóòiâ (k, h) i (h, k).
Òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü áiñåêòðèñè êóòà. Îçíà÷åííÿ ïðÿìîãî êóòà. Òåîðåìà ïðî
ðiâíiñòü óñiõ ïðÿìèõ êóòiâ. Òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ïåðïåíäèêóëÿðà äî çàäàíî¨
ïðÿìî¨ ó ïëîùèíi. Òåîðåìè � îçíàêè ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ. Ïîðiâíÿííÿ âiäðiçêiâ òà êóòiâ.
Îïåðàöi¨ íàä âiäðiçêàìè òà êóòàìè. Òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ ñåðåäèíè âiäðiçêà. Òåîðåìà ïðî
çîâíiøíié êóò òðèêóòíèêà. Òåîðåìà ïðî ïîðiâíÿííÿ ñòîðií òà êóòiâ ó òðèêóòíèêó. Òåîðåìà
ïðî íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà.

Àêñiîìà íåïåðåðâíîñòi Äåäåêiíäà. Òåîðåìà Àðõiìåäà. Òåîðåìà Êàíòîðà. Ïîíÿòòÿ êîëà.
Òåîðåìà ïðî ïåðåòèí ïðÿìî¨ ç êîëîì. Òåîðåìà ïðî ìiðó âiäðiçêà. Òåîðåìà ïðî ìiðó êóòà.
Òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ âiäðiçêà çàäàíî¨ äîâæèíè. Ïîíÿòòÿ àáñîëþòíî¨ ãåîìåòði¨. Àêñiîìà
ïàðàëåëüíîñòi (Åâêëiäà). Òåîðåìè � îçíàêè ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ. Òåîðåìè, îáåðíåíi äî
îçíàê ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ. Òåîðåìà ïðî ñóìó âíóòðiøíiõ êóòiâ òðèêóòíèêà. Òåîðåìà ïðî
âåëè÷èíó çîâíiøíüîãî êóòà òðèêóòíèêà. Òåîðåìè � îçíàêè ïîäiáíîñòi òðèêóòíèêiâ. Òåîðå-
ìà Ïiôàãîðà. Îáåðíåíà òåîðåìà Ïiôàãîðà. Òåîðåìà ïðî âåëè÷èíó âïèñàíîãî êóòà â êîëî.
Óíiâåðñàëüíi òåîðåìè äëÿ òðèêóòíèêà. Òåîðåìè ïðî îçíàêè ïàðàëåëîãðàìà.

3. Ñèñòåìà àêñiîì Ä.Ãiëüáåðòà, ¨¨ çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà. Àêñiîìè çâ'ÿçêó. Àêñiîìè
ïîðÿäêó. Àêñiîìè êîíãðóåíòíîñòi. Îçíà÷åííÿ êóòà â ñõåìi àêñiîìàòèêè Ä.Ãiëüáåðòà. Àêñiîìè
íåïåðåðâíîñòi (Àðõiìåäà i Êàíòîðà). Àêñiîìà ïàðàëåëüíîñòi (Åâêëiäà).

4. Àêñiîìàòèêà øêiëüíîãî ïîñiáíèêà "Ãåîìåòðiÿ"çà ðåäàêöi¹þ Î.Â.Ïîãîð¹ëîâà òà ¨¨ çà-
ãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi íàëåæíîñòi òî÷îê ïðÿìié i ïëîùèíi òà ïðÿìèõ
ïëîùèíi. Ïåðøà òåîðåìà ïîñiáíèêà "Ãåîìåòðiÿ"çà ðåäàêöi¹þ Î.Â.Ïîãîð¹ëîâà. Îñíîâíi âëà-
ñòèâîñòi ðîçìiùåííÿ òî÷îê íà ïðÿìié i íà ïëîùèíi. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi âèìiðþâàííÿ âiäðiç-
êiâ i êóòiâ. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi âiäêëàäàííÿ âiäðiçêiâ i êóòiâ. Îñíîâíà âëàñòèâiñòü ïàðàëåëü-
íèõ ïðÿìèõ. Àêñiîìè ñòåðåîìåòði¨.

5. Òðè îñíîâíi ïðîáëåìè ñèñòåìè àêñiîì. Îçíà÷åííÿ ðåàëiçàöi¨ ñèñòåìè àêñiîì. Äåêàðòîâà
ðåàëiçàöiÿ ñèñòåìè àêñiîì Î.Â.Ïîãîð¹ëîâà (I−V , 17). Òî÷êà, ïðÿìà, âiäíîøåííÿ íàëåæíîñòi
òà ïîðÿäêó â äåêàðòîâié ðåàëiçàöi¨ ïëîñêî¨ ñèñòåìè àêñiîì (I−V , 17). Ïîíÿòòÿ ðóõó â äåêàð-
òîâié ðåàëiçàöi¨ ñèñòåìè àêñiîì (I−V , 17). Òåîðåìà ïðî òå, ùî êîæåí ðóõ ïðÿìó ïåðåâîäèòü ó
ïðÿìó. Äîâåäåííÿ âèêîíàííÿ àêñiîì (I − V , 17) â äåêàðòîâié ðåàëiçàöi¨. Òåîðåìà ïðî íåñóïå-
ðå÷ëèâiñòü ñèñòåìè àêñiîì (I − V , 17) Î.Â.Ïîãîð¹ëîâà. Òåîðåìà ïðî ïîâíîòó äåÿêî¨ ñèñòåìè
àêñiîì. Ïîíÿòòÿ içîìîðôiçìó ðåàëiçàöi¨ ñèñòåìè àêñiîì. Òåîðåìà ïðî íåçàëåæíiñòü àêñiîì
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íåïåðåðâíîñòi òà ïàðàëåëüíîñòi åâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨. Ïîíÿòòÿ êîëiíåàöi¨, ãðóïà êîëiíåàöié.
Ðåàëiçàöiÿ Ô.Êëåéíà (Ê).

6. Àêñiîìà Ì.I.Ëîáà÷åâñüêîãî. Ãåîìåòðiÿ Ëîáà÷åâñüêîãî. Ïîíÿòòÿ ãðàíè÷íèõ ïðÿìèõ â
ñóêóïíîñòi âñiõ ïðÿìèõ, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç çàäàíó òî÷êó i íå ïåðåòèíàþòü çàäàíî¨ ïðÿìî¨.
Åêâiâàëåíòè àêñiîìè Ëîáà÷åâñüêîãî. Ïîíÿòòÿ ïàðàëåëüíèõ çà Ëîáà÷åâñüêèì ïðÿìèõ. Êóò
ïàðàëåëüíîñòi. Iíòåðïðåòàöiÿ Ô.Êëåéíà ïëîùèíè Ëîáà÷åâñüêîãî, ïðîñòîðó Ëîáà÷åâñüêîãî.
Iíòåðïðåòàöiÿ Å.Áåëüòðàìi. Òåîðåìà ïðî ñóìó âíóòðiøíiõ êóòiâ ãåîäåçiéíîãî òðèêóòíèêà â
ñõåìi Å.Áåëüòðàìi. Iíòåðïðåòàöiÿ À.Ïóàíêàðå. Õàðàêòåðèñòèêà ðóõiâ ó ãåîìåòði¨ Ëîáà÷åâ-
ñüêîãî. Ôóíêöiÿ Ëîáà÷åâñüêîãî α = π(x), ¨ ¨ îñíîâíi âëàñòèâîñòi. Ëåìà ïðî äâi ïðÿìi ïëî-
ùèíè Ëîáà÷åâñüêîãî. Òåîðåìà ïðî îäíîçíà÷íå âèçíà÷åííÿ êóòà ïàðàëåëüíîñòi. Âiäñóòíiñòü
ïîäiáíîñòi ôiãóð ó ãåîìåòði¨ Ëîáà÷åâñüêîãî, iñíóâàííÿ àáñîëþòíèõ êîíñòàíò ëiíiéíèõ âåëè-
÷èí. ßâíèé âèãëÿä ôóíêöi¨ Ëîáà÷åâñüêîãî, ôîðìóëà Ïiôàãîðà äëÿ ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà
íà ïëîùèíi Ëîáà÷åâñüêîãî. Ïîëÿðíà âiäïîâiäíiñòü íà ïëîùèíi òà ó ïðîñòîði. Ñêëàäíå âiäíî-
øåííÿ ÷îòèðüîõ òî÷îê ïðÿìî¨ òà éîãî iíâàðiàíòíiñòü ïðè êîëiíåàöiÿõ. Âëàñòèâiñòü âçà¹ìíî¨
ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ çà Ëîáà÷åâñüêèì. Âëàñòèâiñòü òðàíçèòèâíîñòi ïàðàëåëüíîñòi çà Ëî-
áà÷åâñüêèì ïðÿìèõ. Ïîíÿòòÿ ðîçáiæíèõ ïðÿìèõ. Òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ñïiëüíîãî
ïåðïåíäèêóëÿðà äëÿ äâîõ ðîçáiæíèõ ïðÿìèõ ó ïëîùèíi Ëîáà÷åâñüêîãî. Çàäà÷à ïðî ïåðïåí-
äèêóëÿð ç äàíî¨ òî÷êè íà ïðÿìó ïëîùèíè Ëîáà÷åâñüêîãî. Ïîíÿòòÿ åêâiäiñòàíòè, îðiöèêëó,
åêâiäiñòàíòíî¨ ïîâåðõíi, îðiñôåðè. Iíâàðiàíòíi ëiíi¨ âiäíîñíî åâêëiäîâèõ ðóõiâ (ïðÿìi òà êî-
ëà). Iíâàðiàíòíi ëiíi¨ âiäíîñíî ðóõiâ (êîëiíåàöié) ïëîùèíè Ëîáà÷åâñüêîãî (êîëà, åêâiäiñòàíòè,
îðiöèêëè). Åëåìåíòàðíi ãåîìåòði¨ íà ïîâåðõíÿõ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó òà íà ïîâåðõíÿõ ïðî-
ñòîðó Ëîáà÷åâñüêîãî. Çàäà÷à âèìiðþâàííÿ âiäðiçêiâ òà êóòiâ íà ïëîùèíi Ëîáà÷åâñüêîãî â
iíòåðïðåòàöi¨ Ô.Êëåéíà.

7. Àêñiîìàòèêà ïðîåêòèâíî¨ ãåîìåòði¨, ¨¨ çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà. Àêñiîìè çâ'ÿçêó. Òå-
îðåìà ïðî âçà¹ìíå ðîçìiùåííÿ ïðÿìî¨ i ïëîùèíè, äâîõ ïëîùèí, òðüîõ ïëîùèí. Ïîíÿòòÿ
òðèâåðøèííèêà, öåíòðà ïåðñïåêòèâè òà âiñi ïåðñïåêòèâè äâîõ òðèâåðøèííèêiâ. Òåîðåìà Äå-
çàðãà. Ïîíÿòòÿ ÷îòèðèâåðøèííèêà. Ãàðìîíiéíi ÷åòâiðêè òî÷îê. Ðîëü òåîðåìè Äåçàðãà äëÿ
ãåîìåòði¨ ïðîåêòèâíî¨ ïëîùèíè. Àêñiîìè ïîðÿäêó ïðî âiäíîøåííÿ "ñëiäóâàòè". Îçíà÷åííÿ
âiäðiçêà íà ïðîåêòèâíié ïðÿìié. Îçíà÷åííÿ òðèêóòíèêà íà ïðîåêòèâíié ïëîùèíi. ïîíÿòòÿ
àôiííî¨ ïðÿìî¨, àôiííî¨ ïëîùèíè àôiííîãî ïðîñòîðó. Àêñiîìà íåïåðåðâíîñòi. Äåêàðòîâà ðå-
àëiçàöiÿ ñèñòåìè àêñiîì (I, II, III, 15) ïðîåêòèâíî¨ ãåîìåòði¨, ïîâíîòà òà íåñóïåðå÷ëèâiñòü.
Ñôåðè÷íà ãåîìåòðiÿ Ðiìàíà. Òî÷êè òà ïðÿìi ïëîùèíè Ðiìàíà. Óïîðÿäêîâàíi ÷åòâiðêè òî÷îê
ïðÿìî¨ òà óïîðÿäêîâàíi ÷åòâiðêè ïðÿìèõ ïëîùèíè Ðiìàíà. Ïîíÿòòÿ âiäðiçêà òà òðèêóòíèêà
íà ïëîùèíi Ðiìàíà. Êîíãðóåíòíiñòü âiäðiçêiâ òà êóòiâ íà ïëîùèíi Ðiìàíà. Ãåîìåòði¨ Ðiìàíà,
Ëîáà÷åâñüêîãî, Åâêëiäà, àôiííà i ïðîåêòèâíà � ÿê ãðóïîâi ãåîìåòði¨. Ïîíÿòòÿ íàéïðîñòiøî¨
íåòðèâiàëüíî¨ ôiãóðè ó ðiçíèõ ãåîìåòðiÿõ. Îñíîâíi iíâàðiàíòè ðiçíèõ ãåîìåòðié. Ðåàëiçàöiÿ
åëåìåíòàðíèõ ãåîìåòðié ó ïðîåêòèâíié ñõåìi.
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2. ÐÅÊÎÌÅÍÄÎÂÀÍÀ ËIÒÅÐÀÒÓÐÀ
1. Àëåêñàíäðîâ À.Ä. Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè.� Ì.: Íàóêà, 1987.� 286 ñ.
2. Áîëüàè ß. Àïïåíäèêñ. Ïðèëîæåíèå, ñîäåðæàùåå íàóêó î ïðîñòðàíñòâå àáñîëþòíî

èñòèííóþ, íå çàâèñÿùóþ îò èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè XI àêñèîìû Åâêëèäà, ÷òî apriori íèêî-
ãäà ðåøåíî áûòü íå ìîæåò, ñ ïðèáàâëåíèåì, ê ñëó÷àþ ëîæíîñòè, ãåîìåòðè÷åñêîé êâàäðàòóðû
êðóãà.� Ì.�Ë.: Ãîñòåõèçäàò, 1950.� 235 ñ.

3. Ãèëüáåðò Ä. Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè.� Ì.�Ë.: Ãîñòåõèçäàò, 1948.� 491 ñ.
4. Ãëàãîëåâ Í.À. Ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ.� Ì.: Âûñø. øê., 1963.� 344 ñ.
5. Åôèìîâ Í.Â. Âûñøàÿ ãåîìåòðèÿ.� Ì.: Ôèçìàòãèç, 1961.� 580 ñ.
6. Êàãàí Â.Ô. Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè: Ó÷åíèå îá îáîñíîâàíèè ãåîìåòðèè â õîäå åãî èñòîðè-

÷åñêîãî ðàçâèòèÿ. ×àñòü I. Ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî è åå ïðåäèñòîðèÿ.� Ì.�Ë.: Ãîñòåõèçäàò,
1949.� 492 ñ.

7. Êàãàí Â.Ô. Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè: Ó÷åíèå îá îáîñíîâàíèè ãåîìåòðèè â õîäå åãî èñòî-
ðè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ. ×àñòü II. Èíòåðïðåòàöèÿ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî è ðàçâèòèÿ åå èäåé.�
Ì.: Ãîñòåõèçäàò, 1956.� 344 ñ.

8. Êëåéí Ô. Íåýâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ.� Ì.�Ë.: ÎÍÒÈ, 1935.� 241 ñ.
9. Ëîáà÷åâñêèé Í.È. Ïîëíîå ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé. Â 5-òè òîìàõ. Ò.1. Ñî÷èíåíèÿ ïî

ãåîìåòðèè. Ãåîìåòðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Î íà÷àëàõ
ãåîìåòðèè.� Ì.-Ë.: Ãîñòåõèçäàò, 1946.� 415 ñ.

10. Ïîãîðåëîâ À.Â. Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè.� Ì.: Íàóêà, 1979.� 151 c.
11. Ïîãîð¹ëîâ Î.Â. Ãåîìåòðiÿ: Ñòåðåîìåòðiÿ: Ïiäð. äëÿ 10�11 êë. ñåð. øê.� Ê.: Îñâiòà,

1995.� 128 c.
12. Ñìîãîðæåâñüêèé Î.Ñ. Îñíîâè ãåîìåòði¨.� Ê.: Ðàä. øê., 1954.� 343 ñ.
13. Ñîá÷óê Â.Ñ. Îñíîâè ãåîìåòði¨. Êîíñïåêòè ëåêöié.� ×åðíiâöi: ×ÄÓ, 1999.� 63 ñ.
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3. CÈÑÒÅÌÈ ÀÊÑIÎÌ ÃÅÎÌÅÒÐI�I

Ä.Ãiëüáåðò ó 1899 ðîöi îïóáëiêóâàâ ñèñòåìó àêñiîì ç ï'ÿòè ãðóï. Àêñiîìè Ä.Ãiëüáåðòà

(I − V , 20) îïèñóþòü îá'¹êòè òðüîõ ðîäiâ � "òî÷êè", "ïðÿìi"i "ïëîùèíè� ÿêi çíàõîäÿòüñÿ
ó òðüîõ âiäíîøåííÿõ ìiæ ñîáîþ. Öi âiäíîøåííÿ âèðàæàþòüñÿ ñëîâàìè "íàëåæàòè", "ìiæ"òà
"êîíãðóåíòíiñòü".

I. Àêñiîìè çâ'ÿçêó
I1. ßêi á íå áóëè äâi ðiçíi òî÷êè, iñíó¹ ïðÿìà, ÿêié íàëåæàòü öi òî÷êè.
I2. ßêi á íå áóëè äâi ðiçíi òî÷êè, iñíó¹ íå áiëüøå îäíi¹¨ ïðÿìî¨, ÿêié íàëåæàòü öi òî÷êè.
I3. Íà êîæíié ïðÿìié ëåæèòü ùîíàéìåíøå äâi òî÷êè. Iñíó¹ òðè òî÷êè, ÿêi íå ëåæàòü íà

îäíié ïðÿìié.
I4. ßêi á íå áóëè òðè òî÷êè, ùî íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié, iñíó¹ ïëîùèíà, ÿêié íàëåæèòü

êîæíà ç öèõ òî÷îê. Íà êîæíié ïëîùèíi ëåæèòü ïðèíàéìíi îäíà òî÷êà.
I5. ßêi á íå áóëè òðè ðiçíi òî÷êè, ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié, iñíó¹ íå áiëüøå îäíi¹¨

ïëîùèíè, ÿêié íàëåæèòü êîæíà ç öèõ òî÷îê.
I6. ßêùî äâi òî÷êè ïðÿìî¨ íàëåæàòü ïëîùèíi, òî êîæíà òî÷êà ïðÿìî¨ íàëåæèòü öié ïëî-

ùèíi.
I7. ßêùî äâi ïëîùèíè ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó, òî âîíè ìàþòü ùå îäíó ñïiëüíó òî÷êó.
I8. Iñíó¹ ÷îòèðè òî÷êè, ÿêi íå ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi.

II. Àêñiîìè ïîðÿäêó
II1. ßêùî òî÷êà B ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè A i C ïðÿìî¨ (A, B, C � ðiçíi òî÷êè ïðÿìî¨), òî

B ëåæèòü òàêîæ ìiæ òî÷êàìè C i A.
II2. ßêi á íå áóëè òî÷êè A i C ïðÿìî¨, òî íà öié ïðÿìié iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà òî÷êà B

òàêà, ùî C ëåæèòü ìiæ A i B.
II3. Ñåðåä äîâiëüíèõ òðüîõ òî÷îê ïðÿìî¨ iñíó¹ íå áiëüøå îäíi¹¨, ÿêà ëåæèòü ìiæ äâîìà

iíøèìè.
II4. Íåõàé A, B i C òðè òî÷êè, ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié i (a) � ïðÿìà ïëîùèíè

(ABC), ÿêà íå ìiñòèòü òî÷îê A, B i C. ßêùî ïðÿìà (a) ìiñòèòü òî÷êó âiäðiçêà AB, òî âîíà
ìiñòèòü òî÷êó âiäðiçêà AC àáî âiäðiçêà BC.

III. Àêñiîìè êîíãðóåíòíîñòi
III1. ßêi á íå áóëè äâi òî÷êè A i B ïðÿìî¨ (a) i A′ � òî÷êà íà ïðÿìié (a) àáî íà iíøié

ïðÿìié (a′), òî iñíó¹ ¹äèíà òî÷êà B′ ïðÿìî¨ (a′) ïî çàäàíó âiäíîñíî òî÷êè A′ ñòîðîíó òàêà, ùî
âiäðiçîê AB êîíãðóåíòíèé âiäðiçêó A′B′. Äëÿ êîæíîãî âiäðiçêà AB öåé âiäðiçîê êîíãðóåíòíèé
âiäðiçêó BA.

III2. ßêùî äâà âiäðiçêè êîíãðóåíòíi òðåòüîìó, òî âîíè êîíãðóåíòíi ìiæ ñîáîþ.
III3. ßêùî AB i BC � äâà âiäðiçêè ïðÿìî¨ (a), ÿêi íå ìàþòü ñïiëüíèõ âíóòðiøíiõ òî÷îê,

i A′B′ òà B′C ′ � äâà âiäðiçêè òi¹¨ æ, àáî iíøî¨ ïðÿìî¨ (a′), ÿêi òåæ íå ìàþòü ñïiëüíèõ âíóòði-
øíiõ òî÷îê. Òîäi ÿêùî AB êîíãðóåíòíèé A′B′ i BC êîíãðóåíòíèé B′C ′, òî AC êîíãðóåíòíèé
A′C ′.
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III4. Êîæíèé êóò ìîæíà îäíîçíà÷íî âiäêëàñòè ó çàäàíié ïëîùèíi ïî çàäàíó ñòîðîíó ïðè
çàäàíîìó ïðîìåíi.

III5. Íåõàé A, B i C � òðè òî÷êè, ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié, i A′, B′ òà C ′ � òðè
òî÷êè, ÿêi òåæ íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié. ßêùî AB êîíãðóåíòíèé A′B′, AC êîíãðóåíòíèé
A′C ′ i êóò BAC êîíãðóåíòíèé êóòó B′A′C ′, òî êóò ABC êîíãðóåíòíèé êóòó A′B′C ′ i êóò ACB

êîíãðóåíòíèé êóòó A′C ′B′.

IV. Àêñiîìè íåïåðåðâíîñòi
IV1 (Àêñiîìà Àðõiìåäà). Íåõàé AB i CD � äîâiëüíi âiäðiçêè. Íà ïðÿìié (AB) iñíó¹ ñêií-

÷åííà êiëüêiñòü òî÷îê A1, A2,..., An òàêèõ, ùî A1 ëåæèòü ìiæ A i A2, òî÷êà A2 ëåæèòü ìiæ
A1 i A3 i ò.ä., ïðè÷îìó âiäðiçêè AA1, A1A2, An−1An êîíãðóåíòíi âiäðiçêó CD i B ëåæèòü ìiæ
A i An.

IV2 (Àêñiîìà Êàíòîðà). ßêùî íà äîâiëüíié ïðÿìié (a) çàäàíà íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü
âiäðiçêiâ A1B1, A2B2,... òàêèõ, ùî êîæåí íàñòóïíèé íàëåæèòü ïîïåðåäíüîìó. ßêùî ÿêèì
áè íå áóâ íàïåðåä çàäàíèé âiäðiçîê, çíàéäåòüñÿ íîìåð n äëÿ ÿêîãî âiäðiçîê AnBn ìåíøèé
çàäàíîãî âiäðiçêà, òî íà ïðÿìié (a) iñíó¹ òî÷êà, ÿêà íàëåæèòü óñiì âiäðiçêàì A1B1, A2B2,... .

V. Àêñiîìà ïàðàëåëüíîñòi
Íåõàé (a) � ïðÿìà i òî÷êà A, ÿêà íå ëåæèòü íà ïðÿìié (a). Òîäi ó ïëîùèíi, ÿêà âèçíà÷à-

¹òüñÿ òî÷êîþ A i ïðÿìîþ (a), iñíó¹ íå áiëüøå îäíi¹¨ ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A i
íå ïåðåòèíà¹ ïðÿìó (a).

Ïîãîð¹ëîâ Î.Â. � àâòîð ñèñòåìè àêñiîì (I − V , 22), åêâiâàëåíòíî¨ ñèñòåìi àêñiîì
Ä.Ãiëüáåðòà, ÿêà ìiæ òî÷êàìè, ïðÿìèìè i ïëîùèíàìè îïèñó¹ âiäíîøåííÿ "íàëåæàòè", "ïåðå-
äóâàòè"òà "ðóõó". Àêñiîìè çâ'ÿçêó (ãðóïà I) ó ñèñòåìàõ àêñiîì Ä.Ãiëüáåðòà i Î.Â.Ïîãîð¹ëîâà
îäíàêîâi.

II. Àêñiîìè ïîðÿäêó
II1. ßêùî òî÷êà A ïåðåäó¹ òî÷öi B (A < B) â îäíîìó íàïðÿìêó íà ïðÿìié (AB), òî B

ïåðåäó¹ A (B < A) íà öié ïðÿìié ó ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó.
II2. Â îäíîìó ç äâîõ íàïðÿìêiâ A < B âèêëþ÷à¹ B < A.
II3. ßêùî â îäíîìó ç äâîõ íàïðÿìêiâ A < B i B < C, òî A < C.
II4. Â îäíîìó ç äâîõ íàïðÿìêiâ äëÿ êîæíî¨ òî÷êè B ïðÿìî¨ çíàéäóòüñÿ òî÷êè A i C öi¹¨

ïðÿìî¨ òàêi, ùî A < B < C.
II5. Ïðÿìà (a) ïëîùèíè (α) ðîçáèâà¹ ¨¨ íà äâi ÷àñòèíè (ïiâïëîùèíè) òàê, ùî ÿêùî A òà

B � òî÷êè îäíi¹¨ ïiâïëîùèíè, òî âiäðiçîê AB íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ïðÿìîþ (a), ÿêùî æ A òà
B � íàëåæàòü ðiçíèì ïiâïëîùèíàì, òî âiäðiçîê AB ïåðåòèíà¹ ïðÿìó (a).

III. Àêñiîìè ðóõó
III1. Êîæåí ðóõ çáåðiãà¹ âiäíîøåííÿ íàëåæíîñòi.
III2. Êîæåí ðóõ çáåðiãà¹ âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó íà ïðÿìié.
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III3. Ðóõè óòâîðþþòü ãðóïó.
III4. ßêùî ïðè äåÿêîìó ðóñi ïiâïðÿìà h ç âåðøèíîþ O çàëèøà¹òüñÿ íåðóõîìîþ i âåðøèíà

O ïåðåõîäèòü ó ñåáå, òî êîæíà òî÷êà ïiâïðÿìî¨ h ïåðåõîäèòü ñàìà â ñåáå.
III5. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè òî÷îê A i B iñíó¹ ðóõ H òàêèé, ùî H(A) = B, H(B) = A.
III6. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè ïðîìåíiâ h i k çi ñïiëüíîþ âåðøèíîþ iñíó¹ ðóõ H òàêèé, ùî H(h) =

k, H(k) = h.
III7. Íåõàé (α) i (β) � äîâiëüíi ïëîùèíè, (a) ⊂ (α) i (b) ⊂ (β) � äîâiëüíi ïðÿìi ó íèõ òà

A ∈ (a), B ∈ (b) � äîâiëüíi òî÷êè íà öèõ ïðÿìèõ. Iñíó¹ ¹äèíèé ðóõ, ÿêèé ïåðåâîäèòü ïiâïðÿìó
ç âåðøèíîþ A ïðÿìî¨ (a) ó çàäàíó ïiâïðÿìó ç âåðøèíîþ B ïðÿìî¨ (b), çàäàíó ïiâïëîùèíó
ïëîùèíè (α) âiäíîñíî ïðÿìî¨ (a) ó çàäàíó ïiâïëîùèíó ïëîùèíè (β) âiäíîñíî ïðÿìî¨ (b).

IV. Àêñiîìà íåïåðåðâíîñòi

(ïðî ðîçðiç Äåäåêiíäà)
ßêùî òî÷êè ïðÿìî¨ ðîçáèòè íà äâà íåïîðîæíi êëàñè òàê, ùîá â îäíîìó ç äâîõ íàïðÿìêiâ

íà ïðÿìié êîæíà òî÷êà ïåðøîãî êëàñó ïåðåäóâàëà êîæíié òî÷öi äðóãîãî êëàñó, òî àáî ó
ïåðøîìó êëàñi iñíó¹ òî÷êà, ÿêié ïåðåäóþòü óñi òî÷êè öüîãî ïåðøîãî êëàñó, àáî ó äðóãîìó
êëàñi iñíó¹ òî÷êà, ÿêà ïåðåäó¹ óñiì òî÷êàì äðóãîãî êëàñó.

V. Àêñiîìà ïàðàëåëüíîñòi
Íåõàé (a) � ïðÿìà i òî÷êà A, ÿêà íå ëåæèòü íà ïðÿìié (a). Òîäi ó ïëîùèíi, ÿêà âèçíà÷à-

¹òüñÿ òî÷êîþ A i ïðÿìîþ (a) iñíó¹ íå áiëüøå îäíi¹¨ ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A i íå
ïåðåòèíà¹ ïðÿìó (a).
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Àêñiîìàòèêà øêiëüíîãî ïîñiáíèêà "Ãåîìåòðiÿ" çà ðåäàêöi¹þ Î.Â.Ïîãîð¹ëîâà (I−V ,
13).

I. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi íàëåæíîñòi

òî÷îê i ïðÿìèõ íà ïëîùèíi
I1. ßêà á íå áóëà ïðÿìà, iñíóþòü òî÷êè, ùî íàëåæàòü öié ïðÿìié, i òî÷êè, ùî íå íàëåæàòü

¨é.
I2. ×åðåç áóäü-ÿêi äâi òî÷êè ìîæíà ïðîâåñòè ïðÿìó i òiëüêè îäíó.

II. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi ðîçìiùåííÿ

òî÷îê íà ïðÿìié i íà ïëîùèíi
II1. Ç òðüîõ òî÷îê íà ïðÿìié îäíà i òiëüêè îäíà ëåæèòü ìiæ äâîìà iíøèìè.
II2. Ïðÿìà ðîçáèâà¹ ïëîùèíó íà äâi ïiâïëîùèíè.

III. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi âèìiðþâàííÿ

âiäðiçêiâ i êóòiâ
III1. Êîæíèé âiäðiçîê ìà¹ ïåâíó äîâæèíó, áiëüøó âiä íóëÿ. Äîâæèíà âiäðiçêà äîðiâíþ¹

ñóìi äîâæèí ÷àñòèí, íà ÿêi âií ðîçáèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêîþ éîãî òî÷êîþ.
III2. Êîæíèé êóò ìà¹ ïåâíó ãðàäóñíó ìiðó, áiëüøó âiä íóëÿ. Ðîçãîðíóòèé êóò äîðiâíþ¹

180◦. Ãðàäóñíà ìiðà êóòà äîðiâíþ¹ ñóìi ãðàäóñíèõ ìið êóòiâ, íà ÿêi âií ðîçáèâà¹òüñÿ áóäü-
ÿêèì ïðîìåíåì, ùî ïðîõîäèòü ìiæ éîãî ñòîðîíàìè.

IV. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi âiäêëàäàííÿ

âiäðiçêiâ i êóòiâ
IV1. Íà áóäü-ÿêié ïiâïðÿìié âiä ¨¨ ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè ìîæíà âiäêëàñòè âiäðiçîê äàíî¨ äîâ-

æèíè i òiëüêè îäèí.
IV2. Âiä áóäü-ÿêî¨ ïiâïðÿìî¨ ó çàäàíié ïiâïëîùèíi ìîæíà âiäêëàñòè êóò ç äàíîþ ãðàäóñíîþ

ìiðîþ, ìåíøîþ 180◦, i òiëüêè îäèí.
IV3. ßêèé áè íå áóâ òðèêóòíèê, iñíó¹ òðèêóòíèê, ùî äîðiâíþ¹ éîìó ó çàäàíîìó ðîçìiùåííi

âiäíîñíî äàíî¨ ïiâïðÿìî¨.

V. Îñíîâíà âëàñòèâiñòü ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ
×åðåç òî÷êó, ùî íå ëåæèòü íà äàíié ïðÿìié, ìîæíà ïðîâåñòè íà ïëîùèíi íå áiëüøå íiæ

îäíó ïðÿìó, ïàðàëåëüíó äàíié.

Àêñiîìè ñòåðåîìåòði¨
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C1. ßêà á íå áóëà ïëîùèíà, iñíóþòü òî÷êè, ùî íàëåæàòü öié ïëîùèíi, i òî÷êè, ÿêi ¨é íå
íàëåæàòü.

C2. ßêùî äâi ðiçíi ïëîùèíè ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó, òî âîíè ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìié.
C3. ßêùî äâi ðiçíi ïðÿìi ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó, òî ÷åðåç íèõ ìîæíà ïðîâåñòè ïëîùèíó i

äî òîãî æ ëèøå îäíó.

Àêñiîìè ïðîåêòèâíî¨ ãåîìåòði¨ (I − III, 15) äëÿ òî÷îê, ïðÿìèõ i ïëîùèí îïèñóþòü
âiäíîøåííÿ "íàëåæàòè"i "ñëiäóâàòè".

I. Àêñiîìè çâ'ÿçêó
I1. ßêi á íå áóëè òî÷êè A i B, iñíó¹ ïðÿìà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè A i B.
I2. ßêi á íå áóëè ðiçíi òî÷êè A i B, iñíó¹ íå áiëüøå îäíi¹¨ ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç

òî÷êè A i B.
I3. Íà êîæíié ïðÿìié iñíó¹ íå ìåíøå òðüîõ òî÷îê. Iñíó¹ òðè òî÷êè, ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié

ïðÿìié.
I4. ×åðåç òðè òî÷êè A, B i C ïðîõîäèòü ïëîùèíà. Íà êîæíié ïëîùèíi iñíó¹ ïðèíàéìíi

îäíà òî÷êà.
I5. ×åðåç òðè ðiçíi òî÷êè, ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié, ïðîõîäèòü íå áiëüøå îäíi¹¨

ïëîùèíè.
I6. ßêùî äâi òî÷êè ïðÿìî¨ íàëåæàòü ïëîùèíi, òî âñi òî÷êè öi¹¨ ïðÿìî¨ íàëåæàòü ïëîùèíi.
I7. ßêùî äâi ïëîùèíè ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó, òî âîíè ìàþòü ïðèíàéìíi ùå îäíó ñïiëüíó

òî÷êó.
I8. Iñíó¹ ÷îòèðè òî÷êè, ÿêi íå ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi.
I9. Êîæíi äâi ïðÿìi, ÿêi ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi, ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó.



10

II. Àêñiîìè ïîðÿäêó
II1. Ñëiäóâàííÿ òðiéêè ABC òî÷îê ïðÿìî¨ â îäíîìó íàïðÿìêó âèêëþ÷à¹ ñëiäóâàííÿ öi¹¨

òðiéêè ó ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó.
II2. ßêùî òðiéêà ABC ñëiäó¹ â îäíîìó íàïðÿìêó ïðÿìî¨, òî òðiéêè BAC i ACB ñëiäóþòü

ó ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó.
II3. ßêùî òðiéêè ABC i CDA ñëiäóþòü â îäíîìó íàïðÿìêó ïðÿìî¨, òî òðiéêà BCD ñëiäó¹

ó òîìó æ íàïðÿìêó.
II4. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè òî÷îê A i B çíàéäóòüñÿ òî÷êè C i D òàêi, ùî òðiéêè ACB i ADB

ñëiäóþòü ó ïðîòèëåæíèõ íàïðÿìêàõ.
II5. Óïîðÿäêîâàíiñòü òî÷îê ïðÿìî¨ çáåðiãà¹òüñÿ ïðè ïðîåêòóâàííi.

III. Àêñiîìà íåïåðåðâíîñòi
Äëÿ êîæíî¨ àôiííî¨ ïðÿìî¨ ïðîåêòèâíî¨ ïðÿìî¨ âiðíå òâåðäæåííÿ àêñiîìè Äåäåêiíäà.

Àêñiîìà Ëîáà÷åâñüêîãî
Iñíóþòü òàêà ïðÿìà (a) i òî÷êà A ïîçà íåþ, ùî ÷åðåç òî÷êó A ïðîõîäèòü íå ìåíøå äâîõ

ïðÿìèõ, ÿêi íå ïåðåòèíàþòü ïðÿìó (a) i ëåæàòü ç íåþ â îäíié ïëîùèíi.
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4. ÇÀÄÀ×I ÒÀ ÂÏÐÀÂÈ
ÄËß ÑÀÌÎÑÒIÉÍÎ�I ÐÎÁÎÒÈ

Ïðîãðàìà êóðñó "Îñíîâè ãåîìåòði¨"îði¹íòîâàíà, ÿê íà îñíîâíó, íà ñèñòåìó àêñiîì
Î.Â.Ïîãîð¹ëîâà (I − V , 22). Òîìó çàäà÷i òà âïðàâè íàñòóïíîãî ñïèñêó çà íîìåðàìè 1�75,
91, 92 i 94�97 ñòîñóþòüñÿ ñàìå öi¹¨ ñèñòåìè àêñiîì. Çàäà÷i N 76�84 âiäíîñÿòüñÿ äî ãåîìåòði¨
Ì.I.Ëîáà÷åâñüêîãî. Çàäà÷i N 85�90, 93, 98 âiäíîñÿòüñÿ äî çàñòîñóâàííÿ àêñiîìàòèêè ïðîå-
êòèâíî¨ ãåîìåòði¨ (I − III, 15). Çàäà÷i N 100�120 ¹ íàñëiäêàìè ñèñòåìè àêñiîì øêiëüíîãî
ïîñiáíèêà "Ãåîìåòðiÿ"ïiä ðåäàêöi¹þ Î.Â.Ïîãîð¹ëîâà (I − V , 13). Îñêiëüêè ñèñòåìà àêñiîì
(I−V , 22) ¹ iíøîþ ðåäàêöi¹þ àêñiîì (I−V , 20) Ä.Ãiëüáåðòà, òî êîðèñíî çíàéòè ðîçâ'ÿçàííÿ
çàäà÷ N 1�75, 91, 92, 94�97, îïèðàþ÷èñü íà ñèñòåìó àêñiîì (I − V , 20).

Ïðîñòið � öå ìíîæèíà òî÷îê, ïðÿìèõ i ïëîùèí. Òî÷êè ïîçíà÷à¹ìî âåëèêèìè ëàòèíñüêè-
ìè ëiòåðàìè, íàïðèêëàä, A, B, C,M,N, K,X i ò.ï.; ïðÿìi � ìàëèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè,
íàïðèêëàä, (a), (b), (c), ... Ìàëà ëiòåðà (a) â êðóãëèõ äóæêàõ ÷èòà¹òüñÿ "ïðÿìà a". Ïëîùèíè
ïîçíà÷à¹ìî ìàëèìè ëiòåðàìè ãðåöüêîãî àëôàâiòó, íàïðèêëàä, (α), (β) òîùî, àáî òðüîìà òî-
÷êàìè, ÿêi ëåæàòü â ïëîùèíi, íàïðèêëàä, (ABC), (KLM). Ïîçíà÷åííÿ A < B îçíà÷à¹, ùî íà
ïðÿìié (AB) òî÷êà A ïåðåäó¹ òî÷öi B. Òåðìií òî÷êà A "ìiæ"òî÷êàìè A i C äëÿ òî÷îê A, B

i C ïðÿìî¨ â ñèñòåìi àêñiîì (I − V , 22) îçíà÷à¹, ùî àáî A < B < C, àáî C < B < A. Áóêâîþ
d ïîçíà÷åíî âåëè÷èíó (ìiðó) ïðÿìîãî êóòà. Çà îçíà÷åííÿì âiäðiçêà, êiíöi âiäðiçêà éîìó íå
íàëåæàòü. Çà îçíà÷åííÿì êóòà (h, l), ïðîìåíi h i l íå âõîäÿòü äî ôiãóðè êóòà. Çà îçíà÷åí-
íÿì ïðîìåíÿ, éîãî âåðøèíà íå âõîäèòü äî ôiãóðè ïðîìåíÿ. Ðóõîì ó ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ
òàêà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü, âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi òî÷îê, íà ìíîæèíi ïðÿìèõ i
íà ìíîæèíi ïëîùèí, ÿêà ìíîæèíó òî÷îê âiäîáðàæà¹ íà ìíîæèíó òî÷îê, ìíîæèíó ïðÿìèõ
� íà ìíîæèíó ïðÿìèõ i ìíîæèíó ïëîùèí � íà ìíîæèíó ïëîùèí, òà çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìàì
ãðóïè III ñèñòåìè àêñiîì (I − V , 22).

1. Äîâåñòè, ùî äâi ïðÿìi ìàþòü íå áiëüøå îäíi¹¨ ñïiëüíî¨ òî÷êè.
2. Äîâåñòè, ùî äâi ïëîùèíè àáî íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê, àáî ìàþòü ñïiëüíó ïðÿìó.
3. Äîâåñòè, ùî ïðÿìà ç ïëîùèíîþ ìà¹ íå áiëüøå îäíi¹¨ ñïiëüíî¨ òî÷êè.
4. Äîâåñòè, ùî ÷åðåç òî÷êó ïîçà ïðÿìîþ ìîæíà ïðîâåñòè ¹äèíó ïëîùèíó.
5. Äîâåñòè, ùî ÷åðåç äâi ïðÿìi, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ, ìîæíà ïðîâåñòè ¹äèíó ïëîùèíó.
6. Äîâåñòè, ùî êîæíà ïëîùèíà ìiñòèòü ïðèíàéìíi òðè òî÷êè ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié

ïðÿìié.
7. Äîâåñòè, ùî ñåðåä òðüîõ ðiçíèõ òî÷îê ïðÿìî¨ ëèøå îäíà ëåæèòü ìiæ äâîìà iíøèìè.
8. Äîâåñòè, ùî êîæåí âiäðiçîê ìiñòèòü ïðèíàéìíi îäíó òî÷êó.
9. Ñôîðìóëþâàòè i äîâåñòè òâåðäæåííÿ Ïàøà.
10. Ñôîðìóëþâàòè i äîâåñòè òâåðäæåííÿ Ëåæàíäðà.
11. Äîâåñòè, ùî ñåðåä òðüîõ ïðîìåíiâ çi ñïiëüíîþ âåðøèíîþ, ÿêi ëåæàòü â îäíié ïiâïëî-

ùèíi ëèøå îäèí ëåæèòü ìiæ äâîìà iíøèìè.
12. Äîâåñòè, ùî âiäíîøåííÿ êîíãðóåíòíîñòi íà ìíîæèíi ôiãóð ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåí-

òíîñòi.
13. Äîâåñòè, ùî âiäðiçêè AB i BA êîíãðóåíòíi.
14. Îáãðóíòóâàòè îäíîçíà÷íiñòü ïîáóäîâè âiäðiçêà, êîíãðóåíòíîãî çàäàíîìó.
15. Îáãðóíòóâàòè îäíîçíà÷íiñòü ïîáóäîâè êóòà, êîíãðóåíòíîãî çàäàíîìó.
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16. Äîâåñòè, ùî ÿêùî (h, k) = (h′, k′), òî (h, k̄) = (h′, k̄′).
17. Äîâåñòè, ùî âåðòèêàëüíi êóòè ðiâíi (êîíãðóåíòíi).
18. Äîâåñòè, ùî ïðÿìèé êóò iñíó¹.
19. Äîâåñòè, ùî âñi ïðÿìi êóòè ðiâíi (êîíãðóåíòíi).
20. Äîâåñòè, ùî ÷åðåç êîæíó òî÷êó ïëîùèíè (α) ìîæíà ïðîâåñòè ¹äèíèé ïåðïåíäèêóëÿð

äî ïðÿìî¨, ÿêà ëåæèòü ó ïëîùèíi (α).
21. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü ïåðøó îçíàêó ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ.
22. Äîâåäiòü, ùî ó ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà êóòè ïðè îñíîâi ðiâíi.
23. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü äðóãó îçíàêó ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ.
24. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü òðåòþ îçíàêó ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ.
25. ßêùî AB > CD, òî CD < AB. Äîâåñòè öå.
26. Äîâåñòè, ùî êîæåí âiäðiçîê ìà¹ ¹äèíó ñåðåäèíó.
27. Äîâåñòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü áiñåêòðèñè êóòà.
28. Côîðìóëþéòå i äîâåäiòü òåîðåìó ïðî çîâíiøíié êóò òðèêóòíèêà.
29. Ñôîðìóëþéòå òåîðåìó ïðî iñíóâàííÿ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ. Äîâåäiòü ¨¨.
30. Äîâåäiòü, ùî ó òðèêóòíèêó ïðîòè áiëüøî¨ ñòîðîíè ëåæèòü áiëüøèé êóò.
31. Äîâåäiòü, ùî ó òðèêóòíèêó ïðîòè áiëüøîãî êóòà ëåæèòü áiëüøà ñòîðîíà.
32. Äîâåäiòü, ùî ó äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà êîæíà éîãî ñòîðîíà ìåíøà ñóìè àáî áiëüøà

ðiçíèöi äâîõ éîãî iíøèõ ñòîðií.
33. Äîâåñòè, ùî ïðÿìà, ÿêà ìiñòèòü âíóòðiøíþ òî÷êó êðóãà K i ëåæèòü ó ïëîùèíi êðóãà

K, ïåðåòèíà¹ ìåæó êðóãà K (êîëî C) ó äâîõ òî÷êàõ.
34. Ñôîðìóëþéòå òåîðåìè ïðî ìiðó âiäðiçêà òà ïðî ìiðó êóòà.
35. Äîâåäiòü, ùî ÿêå á íå áóëî äiéñíå ÷èñëî α > 0, òî iñíó¹ âiäðiçîê AB òàêèé, ùî éîãî

ìiðà äîðiâíþ¹ α.
36. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü ïåðøó îçíàêó ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ.
37. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü òåîðåìó, îáåðíåíó äî ïåðøî¨ îçíàêè ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ.
38. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü äðóãó îçíàêó ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ.
39. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü òåîðåìó, îáåðíåíó äî äðóãî¨ îçíàêè ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ.
40. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü òðåòþ îçíàêó ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ.
41. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü òåîðåìó, îáåðíåíó äî òðåòüî¨ îçíàêè ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ.
42. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü òåîðåìó ïðî ñóìó âíóòðiøíiõ êóòiâ äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà.
43. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü ïåðøó îçíàêó ïîäiáíîñòi òðèêóòíèêiâ.
44. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü òåîðåìó Ïiôàãîðà.
45. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü òåîðåìó, îáåðíåíó äî òåîðåìè Ïiôàãîðà.
46. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü òåîðåìó ïðî âåëè÷èíó (ìiðó) çîâíiøíüîãî êóòà òðèêóòíèêà.
47. Çíàéòè ìiðó êóòà ç âåðøèíîþ ó òî÷öi A, ÿêà ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ êðóãà K.
48. Çíàéòè ìiðó êóòà ç âåðøèíîþ ó òî÷öi A, ÿêà ¹ çîâíiøíüîþ òî÷êîþ êðóãà K, à ñòîðîíè

êóòà ìiñòÿòü âíóòðiøíi òî÷êè êðóãà K.
49. Çíàéòè ìiðó êóòà ç âåðøèíîþ ó òî÷öi, ÿêà ¹ çîâíiøíüîþ äëÿ êðóãà K, ÿêùî îäíà

ñòîðîíà êóòà � äîòè÷íà, à iíøà � ñi÷íà êðóãà K.
50. Çíàéòè ìiðó êóòà ç âåðøèíîþ íà êîëi, ÿêùî îäíà ñòîðîíà êóòà ¹ äîòè÷íîþ, à iíøà �

õîðäîþ êîëà.
51. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü òåîðåìó ïðî ìiðó âïèñàíîãî ó êîëî êóòà.
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52. Íàïèøiòü ôîðìóëó çâ'ÿçêó ãðàäóñíî¨ i ðàäiàííî¨ ìiðè êóòà òà äàéòå ¨¨ îáãðóíòóâàííÿ.
53. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü òåîðåìó ñèíóñiâ (óçàãàëüíåíó òåîðåìó ñèíóñiâ).
54. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü òåîðåìó êîñèíóñiâ.
55. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü îçíàêó ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìî¨ i ïëîùèíè.
56. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü îçíàêó ïàðàëåëüíîñòi äâîõ ïëîùèí.
57. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü îçíàêó ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïðÿìî¨ i ïëîùèíè.
58. Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü òåîðåìó ïðî òðè ïåðïåíäèêóëÿðè.
59.×è iñíó¹ ÷îòèðèêóòíà ïiðàìiäà, ó ÿêî¨ äâi ïðîòèëåæíi ái÷íi ãðàíi ïåðïåíäèêóëÿðíi

îñíîâi ïiðàìiäè?
60. Äîâåñòè, ùî ó äåêàðòîâié ðåàëiçàöi¨ êîæåí ðóõ ïðÿìó ïåðåâîäèòü ó ïðÿìó.
61. Äîâåäiòü íåçàëåæíiñòü àêñiîìè Äåäåêiíäà ó ñèñòåìi àêñiîì Î.Â.Ïîãîð¹ëîâà (I − V ,

22).
62. Äîâåäiòü íåçàëåæíiñòü àêñiîìè ïàðàëåëüíîñòi ó ñèñòåìi àêñiîì Î.Â.Ïîãîð¹ëîâà (I−V ,

22).
63. Äîâåäiòü, ùî êîëè äiàãîíàëi ÷îòèðèêóòíèêà ïðåòèíàþòüñÿ, òî éîãî âåðøèíè ëåæàòü

â îäíié ïëîùèíi.
64. Äîâåñòè, ùî ñåðåäèíè ñòîðií ïðîñòîðîâîãî ÷îòèðèêóòíèêà ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi.
65. ×åðåç âåðøèíó A ðîìáà ABCD ïðîâåäåíî ïðÿìó (a), ÿêà ïàðàëåëüíà äiàãîíàëi (BD).

Äîâåñòè. ùî ïðÿìi (a) i (CD) ïåðåòèíàþòüñÿ.
66. Äîâåñòè, ùî ÷åðåç äâi ìèìîáiæíi ïðÿìi ìîæíà ïðîâåñòè ïàðàëåëüíi ïëîùèíè.
67. Ïðÿìi (AB) i (CD) íå ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi. Äîâåñòè, ùî ïðÿìi (AC) i (BD) íå

ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi.
68. Äîâåñòè, ùî äiàãîíàëi òðàïåöi¨ ïåðåòèíàþòüñÿ.
69. Äîâåñòè, ùî äâi ìåäiàíè äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà ïåðåòèíàþòüñÿ.
70. Äîâåñòè, ùî äâi áiñåêòðèñè äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà ïåðåòèíàþòüñÿ.
71. Äîâåñòè, ùî âñi ïðÿìi, ÿêi ìiñòÿòü âèñîòè äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà ïåðåòèíàþòüñÿ.
72. Äîâåñòè, ùî òî÷êà ïåðåòèíó äiàãîíàëåé äîâiëüíî¨ òðàïåöi¨, ñåðåäèíè îñíîâ òà òî÷êà

ïåðåòèíó ïðÿìèõ, ÿêi ìiñòÿòü ái÷íi ñòîðîíè òðàïåöi¨, ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.
73. Äîâåñòè, ùî òî÷êà ïåðåòèíó äiàãîíàëåé òðàïåöi¨ íå íàëåæèòü ñåðåäíié ëiíi¨ òðàïåöi¨.
74. Ñôîðìóëþâàòè i äîâåñòè òåîðåìó ïðî ÷îòèðèêóòíèê, îïèñàíèé íàâêîëî äàíîãî êîëà.
75. Ñôîðìóëþâàòè i äîâåñòè òåîðåìó ïðî iñíóâàííÿ îïèñàíîãî êîëà íàâêîëî îïóêëîãî

÷îòèðèêóòíèêà.
76. Ïîáóäóéòå òðàïåöiþ íà ïëîùèíi Ëîáà÷åâñüêîãî â iíòåðïðåòàöi¨ Ô.Êëåéíà.
77. Ïîáóäóéòå ïàðàëåëîãðàì íà ïëîùèíi Ëîáà÷åâñüêîãî â iíòåðïðåòàöi¨ Ô.Êëåéíà.
78. Ïîáóäóéòå òðàïåöiþ, ïàðàëåëîãðàì, òðèêóòíèê íà ïëîùèíi Ëîáà÷åâñüêîãî â iíòåðïðå-

òàöi¨ À.Ïóàíêàðå.
79. Äîâåäiòü, ùî íà ïëîùèíi Ëîáà÷åâñüêîãî íå iñíó¹ ïðÿìîêóòíèõ òðàïåöié.
80. Âêàçàòè íà ìiðó âiäðiçêà ïðÿìî¨ ó ïëîùèíi Ëîáà÷åâñüêîãî.
81. Çà ÿêèõ óìîâ ïåðïåíäèêóëÿðíiñòü ïðÿìèõ ó ðîçóìiííi Ëîáà÷åâñüêîãî çáiãà¹òüñÿ ç

ïåðïåíäèêóëÿðíiñòþ ïðÿìèõ çà Åâêëiäîì?
82. Çíàéòè âiääàëü âiä òî÷êè A äî ïðÿìî¨ (a) íà ïëîùèíi Ëîáà÷åâñüêîãî, ÿêùî êóò ïàðà-

ëåëüíîñòi ïðè òî÷öi A âiäíîñíî ïðÿìî¨ (a) äîðiâíþ¹ π

3
.
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83. Äîâåñòè, ùî åëåìåíòàðíà ãåîìåòðiÿ åêâiäiñòàíòíî¨ ïîâåðõíi ¹ ãåîìåòði¹þ Ëîáà÷åâñüêî-
ãî.

84. Äîâåñòè, ùî åëåìåíòàðíà ãåîìåòðiÿ îðiñôåðè ¹ ãåîìåòði¹þ Åâêëiäà.
85. Äîâåäiòü, ùî ó ïðîåêòèâíîìó ïðîñòîði ðiçíi ïðÿìà i ïëîùèíà ïåðåòèíàþòüñÿ.
86. Äîâåñòè, ùî àíãàðìîíiéíå âiäíîøåííÿ ÷îòèðüîõ òî÷îê ïðÿìî¨ ¹ iíâàðiàíòîì ïðîåêòèâ-

íîãî ïåðåòâîðåííÿ.
87. Ñôîðìóëþéòå òåîðåìó Äåçàðãà òà âêàæiòü íà ðîëü òâåðäæåííÿ Äåçàðãà ó ïðîåêòèâíié

ïëàíiìåòði¨.
88. Ñôîðìóëþéòå äâî¨ñòå òâåðäæåííÿ äî àêñiîìè I2 ïðîåêòèâíî¨ ãåîìåòði¨.
89. Îïèøiòü ðåàëiçàöiþ Ðiìàíà ïðîåêòèâíî¨ ïëîùèíè.
90. Ïîáóäóéòå ñåðåäèíó çàäàíîãî âiðiçêà íà ïðîåêòèâíié ïðÿìié.
91. Ïîáóäóéòå ñïiëüíèé ïåðïåíäèêóëÿð äëÿ äâîõ ðîçáiæíèõ ïðÿìèõ ïëîùèíè Ëîáà÷åâ-

ñüêîãî.
92. ßê ââîäèòüñÿ ìiðà êóòà íà ïëîùèíi Ëîáà÷åâñüêîãî?
93. Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíi òðè ðiçíi ïëîùèíè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòîðó ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó.
94. Îïóñòiòü ïåðïåíäèêóëÿð ç äàíî¨ òî÷êè íà äàíó ïðÿìó ó ïëîùèíi Ëîáà÷åâñüêîãî.
95. ×îìó ó ãåîìåòði¨ Ëîáà÷åâñüêîãî âiäñóòíÿ ïîäiáíiñòü ôiãóð?
96. ßê äîâåñòè òðàíçèòèâíiñòü âiäíîøåííÿ ïàðàëåëüíîñòi äëÿ ïðÿìèõ ïëîùèíè Ëîáà÷åâ-

ñüêîãî?
97. ßê äîâåñòè âçà¹ìíiñòü âiäíîøåííÿ ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ íà ïëîùèíi Ëîáà÷åâñüêîãî?
98. Ñôîðìóëþéòå ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi ó ïðîåêòèâíié ñòåðåîìåòði¨.
99. ×îìó íà ïëîùèíi Ðiìàíà ïðÿìà íå ðîçáèâà¹ ¨¨ íà äâi ïiâïëîùèíè?
100. Ñôîðìóëþéòå ñòåðåîìåòðè÷íi àêñiîìè (C1, C2, C3) ñèñòåìè àêñiîì Î.Â.Ïîãîð¹ëîâà ó

ïîñiáíèêó ç ãåîìåòði¨ äëÿ ñåðåäíüî¨ øêîëè òà ¨õ íàéïðîñòiøi íàñëiäêè.
101. Äàíî ÷îòèðè òî÷êè A, B, C,D, ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié. Ïðÿìà (AB) ïåðå-

òèíà¹ âiäðiçîê CD, à ïðÿìà (CD) ïåðåòèíà¹ âiäðiçîê AB. Äîâåñòè, ùî âiäðiçêè AB i CD

ïåðåòèíàþòüñÿ.
102. Äàíî òðèêóòíèê ABC. Íà ñòîðîíi AC âiçüìåìî òî÷êó B1, à íà ñòîðîíi BC � òî÷êó

A1. Äîâåñòè, ùî âiäðiçêè AA1 i BB1 ïåðåòèíàþòüñÿ.
103. Âiäðiçêè AB i CD íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié i ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öi E. Äîâåñòè,

ùî âiäðiçîê AC íå ïåðåòèíà¹ ïðÿìó (BD).
104. Äîâåäiòü, ùî áiñåêòðèñè âåðòèêàëüíèõ êóòiâ ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.
105. Äîâåäiòü, ùî êîëè ïðîìiíü, ÿêèé âèõîäèòü ç âåðøèíè êóòà, ïåðåòèíà¹ âiäðiçîê AB ç

êiíöÿìè íà ñòîðîíàõ êóòà, òî âií ïåðåòèíà¹ áóäü-ÿêèé iíøèé âiäðiçîê ç êiíöÿìè íà ñòîðîíàõ
öüîãî êóòà.

106. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî ó òðèêóòíèêó äâà êóòè ðiâíi, òî âií ðiâíîáåäðåíèé.
107. Äîâåäiòü, ùî ó ðiâíîáåäðåíîìó òðèêóòíèêó áiñåêòðèñè, ïðîâåäåíi ç âåðøèí ïðè éîãî

îñíîâi, ðiâíi.
108. Äîâåäiòü ðiâíiñòü òðèêóòíèêiâ çà êóòîì, áiñåêòðèñîþ öüîãî êóòà i ñòîðîíîþ, ïðèëå-

ãëîþ äî íüîãî.
109. Äîâåäiòü ðiâíiñòü òðèêóòíèêiâ çà äâîìà ñòîðîíàìè i ìåäiàíîþ, ïðîâåäåíîþ äî îäíi¹¨

ç íèõ.
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110. Äîâåäiòü ðiâíiñòü òðèêóòíèêiâ çà ìåäiàíîþ i êóòàìè, íà ÿêi âîíà ðîçáèâà¹ êóò òðè-
êóòíèêà.

111. Äàíî äâi ðiçíi ïðÿìi, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öi A. Äîâåäiòü, ùî âñi ïðÿìi, ÿêi
ïåðåòèíàþòü äâi äàíi ïðÿìi é íå ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó A, ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi.

112. Äîâåäiòü, ùî âñi ïðÿìi, ÿêi ïåðåòèíàþòü äàíó ïðÿìó i ïðîõîäÿòü ÷åðåç äàíó òî÷êó
ïîçà ïðÿìîþ, ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi.

113. Äîâåäiòü, ùî âñi ïðÿìi, ÿêi ïåðåòèíàþòü äâi äàíi ïàðàëåëüíi ïðÿìi, ëåæàòü â îäíié
ïëîùèíi.

114. Ïðÿìi (a) i (b) íå ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi. ×è ìîæíà ïðîâåñòè ïðÿìó (c) ïàðàëåëüíî
ïðÿìèì (a) i (b)?

115. ×åðåç äàíó òî÷êó ïðîâåäiòü ïðÿìó, ïàðàëåëüíó êîæíié ç äâîõ äàíèõ ïëîùèí, ÿêi
ïåðåòèíàþòüñÿ.

116. Äîâåäiòü, ùî âñi ïðÿìi, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç äàíó òî÷êó ïàðàëåëüíî äàíié ïëîùèíi,
ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi.

117. ×åðåç ñåðåäèíó âiäðiçêà ïðîâåäåíî ïëîùèíó. Äîâåäiòü, ùî êiíöi âiäðiçêà îäíàêîâî
âiääàëåíi âiä öi¹¨ ïëîùèíè.

118. Äîâåäiòü, ùî ÷åðåç òî÷êó, ÿêà íå ëåæèòü ó äàíié ïëîùèíi, íå ìîæíà ïðîâåñòè áiëüø
íiæ îäíó ïðÿìó, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî ïëîùèíè.

119. Äàíî ïðÿìó (a) i ïëîùèíó (α). Ïðîâåäiòü ÷åðåç ïðÿìó (a) ïëîùèíó, ïåðïåíäèêóëÿðíó
äî ïëîùèíè (α).

120. Äàíî ïðÿìó (a) i ïëîùèíó (α). Äîâåäiòü, ùî âñi ïðÿìi, ÿêi ïåðïåíäèêóëÿðíi äî ïëî-
ùèíè (α) i ïåðåòèíàþòü ïðÿìó (a), ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi, ïåðïåíäèêóëÿðíié äî ïëîùèíè
(α).
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5. ÂÊÀÇIÂÊÈ ÄÎ ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍß

Ðàäèìî ÷èòà÷åâi íå ïîñïiøàòè çíàéîìèòèñÿ ç âêàçiâêàìè äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷, à çíà-
éòè ñâî¨ ñïîñîáè ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Öå ïðèâåäå äî ãëèáøîãî çàñâî¹ííÿ ïðîãðàìè êóðñó îñíîâ
ãåîìåòði¨, ÷iòêiøîãî ðîçóìiííÿ îñíîâíèõ ïîíÿòü ãåîìåòði¨ ç ¨¨ ðiçíèìè ñõåìàìè îçíà÷åíü òà
ñèñòåì àêñiîì, ÿêi îïèñóþòü âiäíîøåííÿ ìiæ îñíîâíèìè ôiãóðàìè ïðîñòîðó, â ÿêîìó ðåàëi-
çó¹òüñÿ òà ÷è iíøà ãåîìåòðè÷íà ñèñòåìà. Áiëüøiñòü çàäà÷ ç çàïðîïîíîâàíîãî ñïèñêó äîñèòü
ïðîñòi i âèìàãàþòü äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çíàííÿ ëèøå îñíîâíèõ îçíà÷åíü òà àêñiîì âiäïîâiäíî¨
ñèñòåìè. Çàäà÷i ç íååâêëiäîâèõ ãåîìåòðié ïðîïîíó¹ìî ðîçâ'ÿçóâàòè â ñõåìàõ âiäîìèõ ñòàí-
äàðòíèõ ðåàëiçàöié âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè àêñiîì. Ãåîìåòðiÿ Ëîáà÷åâñüêîãî, íàïðèêëàä, çðó÷íî
iíòåðïðåòó¹òüñÿ â ðåàëiçàöÿõ Ô.Êëåéíà, À.Ïóàíêàðå, Å.Áåëüòðàìi. Øóêàéòå ñïîñîáè ðîçâ'ÿ-
çóâàííÿ çàäà÷ ãåîìåòði¨ Ëîáà÷åâñüêîãî ó öèõ ðiçíèõ ðåàëiçàöÿõ i îáèðàéòå êðàùèé, íà Âàø
ïîãëÿä, ç íèõ. Àâòîðè áóäóòü âäÿ÷íi çà çàóâàæåííÿ, ÿêi ñïðÿìîâàíi íà ïîêðàùåííÿ, ìîæëèâî
ñïðîùåííÿ, ïðîïîíîâàíèõ âêàçiâîê äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷.

1. Äîâåäåííÿ âàðòî ïðîâåñòè âiä ñóïðîòèâíîãî. Òîäi âèñíîâîê áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç
àêñiîìè I2.

2. Íåõàé ïëîùèíè (α) i (β) ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó K. Çãiäíî ç àêñiîìîþ I7, âîíè ìàþòü ùå
õî÷à á îäíó ñïiëüíó òî÷êó M . Ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè K i M , íàëåæèòü äî (α), i
äî (β) (àêñiîìà I6), òîáòî âîíà ¹ ñïiëüíîþ äëÿ (α) i (β).

3. Äëÿ îòðèìàííÿ ïîòðiáíîãî âèñíîâêó äîñèòü âèêîðèñòàòè àêñiîìó I6.
4. Íåõàé (a) � äàíà ïðÿìà, A � òî÷êà ïîçà íåþ. Âèáåðåìî íà ïðÿìié (a) òî÷êè B i C

(àêñiîìà I3). Iñíó¹ ïëîùèíà (α), ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè A, B i C (àêñiîìà I4). Çãiäíî ç
àêñiîìîþ I6, ïðÿìà (a) áóäå ëåæàòè â ïëîùèíi (α). Äîñèòü äîâåñòè, ùî òàêà ïëîùèíà ¹äèíà.
Öå äiéñíî òàê, îñêiëüêè, çà àêñiîìîþ I5, ïëîùèíà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òðüîìà òî÷êàìè A, B, C,
¹ ¹äèíîþ.

5. Íåõàé (a) i (b) � äàíi ïðÿìi, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi A. Çãiäíî ç àêñiîìîþ I3, íà
ïðÿìèõ (a) i (b) ¹, âiäïîâiäíî, òî÷êè K i M , âiäìiííi âiä C. Òî÷êè A, K, M íå ëåæàòü íà îäíié
ïðÿìié, òîìó iñíó¹ ïëîùèíà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç íèõ. Öÿ ïëîùèíà ïðîõîäèòèìå ÷åðåç ïðÿìi
(a) i (b). �äèíiñòü òàêî¨ ïëîùèíè âèïëèâà¹ ç àêñiîìè I5.

6. Íåõàé (α) � çàäàíà ïëîùèíà. Íà íié ìîæíà âèáðàòè äåÿêó òî÷êó A (àêñiîìà I4).
Çãiäíî ç àêñiîìîþ I8, iñíóþòü ÷îòèðè òî÷êè B, C, D,K, ÿêi íå ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi.
Òîäi õî÷à á îäíà ç íèõ, íàïðèêëàä B, íå ëåæèòü â ïëîùèíi (α). Ñåðåä òðüîõ ïëîùèí
(ABC), (ABD), (ABK) ¹ õî÷à á äâi (β1) i (β2) ðiçíi, iíàêøå òî÷êè B, C, D,K ëåæàëè áè â
îäíié ïëîùèíi. Îñêiëüêè òî÷êà B íàëåæèòü ïëîùèíàì (β1) i (β2) òà íå íàëåæèòü ïëîùèíi
(α), òî ïðÿìi (a1) i (a2) ïåðåòèíó ïëîùèí (β1) i (β2) ç ïëîùèíîþ (α) ðiçíi (çàäà÷à 4). Íà
êîæíié ç ïðÿìèõ (a1) i (a2), êðiì A, ëåæàòü òî÷êè X i Y , ÿêi âiäìiííi âiä A (àêñiîìà I3). Òðè
òî÷êè A, X, Y ëåæàòü â ïëîùèíi (α), àëå íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié, ùî i âèìàãàëîñÿ.

7. Íåõàé (a) � çàäàíà ïðÿìà, A, B, C � çàäàíi òî÷êè íà ïðÿìié (a). Òîäi â îäíîìó ç äâîõ
íàïðÿìêiâ íà ïðÿìié (a) ìà¹ìî, ùî A < C. ßêùî B íå ëåæèòü ìiæ A i C, òî àáî B < A, àáî
C < B. Àëå â ïåðøîìó âèïàäêó A ëåæèòü ìiæ B i C, à â äðóãîìó � òî÷êà C ëåæèòü ìiæ A

i B, ùî i âèìàãàëîñÿ.
8. Íåõàé A, B � êiíöi çàäàíîãî âiäðiçêà. Çãiäíî ç àêñiîìîþ I3, ïîçà ïðÿìîþ (AB) iñíó¹

äåÿêà òî÷êà C. Âiçüìåìî íà ïðÿìié (AC) òî÷êó D òàê, ùîá C ëåæàëà ìiæ A i D (öå ìîæíà
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çðîáèòè, âðàõîâóþ÷è àêñiîìó ïîðÿäêó II4). Íà âiäðiçêó BD âiçüìåìî òî÷êó E òàêó, ùîá B

ëåæàëà ìiæD i E. Òîäi ïðÿìà (CE) ðîçáèâà¹ ïëîùèíó íà äâi ïiâïëîùèíè (àêñiîìà II5). Òî÷êè
B i D çíàõîäÿòüñÿ â îäíié ïiâïëîùèíi âiäíîñíî ïðÿìî¨ (CE), áî âiäðiçîê BD íå ïåðåòèíà¹ öþ
ïðÿìó; à òî÷êè A i D ëåæàòü â ðiçíèõ ïiâïëîùèíàõ, áî âiäðiçîê AD ïåðåòèíà¹ ïðÿìó (CE)

â òî÷öi C. Çâiäñè (êîðèñòóþ÷èñü àêñiîìîþ ïîðÿäêó II5) ìà¹ìî, ùî òî÷êè A i B � â ðiçíèõ
ïiâïëîùèíàõ âiäíîñíî ïðÿìî¨ (CE). Îòæå, òî÷êà F ïåðåòèíó ïðÿìî¨ (CE) ç âiäðiçêîì AB i
¹ òî÷êîþ âiäðiçêà AB.

9. Òåîðåìà Ïàøà. ßêùî ïðÿìà (a) ëåæèòü ó ïëîùèíi òðèêóòíèêà ABC, íå ìiñòèòü

æîäíî¨ âåðøèíè öüîãî òðèêóòíèêà i ìà¹ ñïiëüíó òî÷êó, íàïðèêëàä, çi ñòîðîíîþ AB, òî

âîíà ìà¹ ñïiëüíó òî÷êó çi ñòîðîíîþ AC àáî çi ñòîðîíîþ BC.

Ñïðàâäi, ÿêùî M � ñïiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ (a) çi ñòîðîíîþ AB òðèêóòíèêà ABC, òî òî÷êè
A i B íàëåæàòü ðiçíèì ïiâïëîùèíàì, íà ÿêi ïðÿìà (a) ðîçáèâà¹ ïëîùèíó òðèêóòíèêà ABC.
Òîäi àáî òî÷êè A i C, àáî òî÷êè B i C íàëåæàòü ðiçíèì ïiâïëîùèíàì òðèêóòíèêà ABC

âiäíîñíî ïðÿìî¨ (a). Çãiäíî ç àêñiîìîþ II5, ïðÿìà (a) ïåðåòèíà¹ àáî âiäðiçîê AC, àáî âiäðiçîê
BC.

10. Òåîðåìà Ëåæàíäðà. Ó äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà ñóìà éîãî âíóòðiøíiõ êóòiâ íå

áiëüøa äâîõ ïðÿìèõ êóòiâ.

Ëåìà 1. Ó äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà ñóìà éîãî äâîõ âíóòðiøíiõ êóòiâ ìåíøà äâîõ ïðÿ-

ìèõ.

Äiéñíî, íåõàé α i β � âåëè÷èíè äâîõ âíóòðiøíiõ êóòiâ òðèêóòíèêà, à γ � çîâíiøíié êóò
äëÿ êóòà β. Òîäi β + γ = 2d (d � âåëè÷èíà ïðÿìîãî êóòà). Àëå γ > α çà òåîðåìîþ ïðî
çîâíiøíié êóò òðèêóòíèêà (çàäà÷à 28). Îòæå, α + β > 2d.

Ëåìà 2. Äëÿ äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà iñíó¹ òàêèé òðèêóòíèê, ó ÿêîãî ñóìà âíóòðiøíiõ

êóòiâ òàêà æ, ÿê i ó çàäàíîãî, àëå îäèí ç âíóòðiøíiõ êóòiâ íå áiëüøå ïîëîâèíè íàïåðåä

çàäàíîãî âíóòðiøíüîãî êóòà äàíîãî òðèêóòíèêà.

Ðîçãëÿíåìî 4ABC, ∠BAC = α, BM = MC, AM = MD. Òðèêóòíèê ADC � òîé, ïðî iñ-
íóâàííÿ ÿêîãî ñòâåðäæó¹ ëåìà 2. Íåõàé ó òðèêóòíèêó ñóìà éîãî âíóòðiøíiõ êóòiâ α+β+γ =

2d + ε, ε > 0. Òîäi çà ëåìîþ 2, çàñòîñóâàâøè ¨¨ n ðàçiâ, îòðèìà¹ìî òðèêóòíèê ç âíóòðiøíiì
êóòîì α

2n
. Çíàéäåòüñÿ òàêå n, ùî α

2n
< ε. Îòæå, ñóìà äâîõ iíøèõ êóòiâ áiëüøà 2d, à öå

ñóïåðå÷èòü ëåìi 1.

11. Íåõàé h, k, l � òðè ïðîìåíi, ÿêi ìàþòü ñïiëüíó âåðøèíó O i ëåæàòü â îäíié ïiâïëîùèíi,
êîòðà âèçíà÷à¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ïðîìåíåì h i éîãî äîïîâíåííÿì h̄. Âiçüìåìî òðè òî÷êè A íà
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h̄, B íà h òà C íà k. Íà âiäðçêó AC âèáåðåìî òî÷êó D íàñòóïíèì ÷èíîì: ÿêùî ïðîìiíü l íå
ïåðåòèíà¹ AC, òî D � äîâiëüíà òî÷êà âiäðiçêà AC; ÿêùî æ ïðîìiíü l ïåðåòèíà¹ âiäðiçîê AC

â òî÷öi E, òî çà D âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó âiäðiçêà AE.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè (çðîáiòü öå ñàìîñòiéíî), ùî ïðîìåíi k i l ïåðåòèíàþòü BD â òî÷êàõ K

i L, âiäïîâiäíî. Ïðè öüîìó, ÿêùî L ìiæ B i K, òî ïðîìiíü l ìiæ ïðîìåíÿìè k i h, à ÿêùî K

ìiæ B òà L, òî k ìiæ ïðîìåíÿìè h i l, ùî ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
12. Äâi ôiãóðè íàçèâàþòüñÿ êîíãðóåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ ðóõ, ÿêèé ïåðåâîäèòü îäíó ôiãóðó

â iíøó. Âäíîøåííÿ êîíãðóåíòíîñòi ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, îñêiëüêè âîíî ðåôëåêñèâ-
íå (êîæíà ôiãóðà F êîíãðóåíòíà ñàìà ñîái), ñèìåòðè÷íå (ç òîãî, ùî ôiãóðà F1 êîíãðóåíòíà
ôiãóði F2 âèïëèâà¹, ùî F2 êîíãðóåíòíà F1) òà òðàíçèòèâíå (ç êîíãðóåíòíîñòi ôiãóð F1 i F2

òà F2 i F3 âèïëèâà¹ êîíãðóåíòíiñòü ôiãóð F1 i F3).
13. Êîíãðóåíòíiñòü âiäðiçêiâ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç àêñiîìè ðóõó III5.
14. Íåõàé AB � äàíèé âiäðiçîê, h � äåÿêèé ïðîìiíü ç ïî÷àòêîì â òî÷öi O. Iñíóâàííÿ

òî÷êè D íà ïðîìåíi h òàêî¨, ùî OD = AB âèïëèâà¹ ç àêñiîìè ðóõó III7. Äîâåäåìî ¹äèíiñòü.
Äëÿ öüîãî ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü äâi ðiçíi òî÷êè D1 òà D2 íà ïðîìåíi h òàê, ùî AB = OD1

òà AB = OD2. Çà àêñiîìîþ III2, âiäðiçêè OD1 òà OD2 êîíãðóåíòíi, çâiäêè ìà¹ìî, ùî òî÷êè
D1 òà D2 ñïiâïàäàþòü, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Îòæå, òî÷êà D iñíó¹ òà ¹äèíà.

15. Íåõàé (h, k) � çàäàíèé êóò, l � ïðîìiíü, ÿêèé ðàçîì ç ñâî¨ì äîïîâíåííÿì l̄ îáìåæó¹
ïiâïëîùèíó (α). Òå, ùî iñíó¹ òàêèé ïðîìiíü m â ïiâïëîùèíi (α), äëÿ ÿêîãî (h, k) = (l,m),
âèïëèâà¹ ç àêñiîìè ðóõó III7 (ïîÿñíiòü ÷îìó). Äîâåäåìî, ùî òàêèé êóò ¹äèíèé. Äëÿ öüîãî
ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ äâà òàêi ïðîìåíi m1 i m2. Îñêiëüêè (l,m1) = (l,m2), òî iñíó¹ äåÿêèé ðóõ
H òàêèé, ùî H(l) = l, H(m1) = m2. Öåé ðóõ âiäîáðàæà¹ ïiâïëîùèíó (α) íà ñåáå. Âðàõîâóþ÷è
àêñiîìó ðóõó III4, öåé ðóõ H ¹ òîòîæíèì íà l òà éîãî äîïîâíåííi l̄. Òîäi ìîæíà äîâåñòè
(çðîáiòü öå ñàìîñòiéíî), ùî H ¹ òîòîæíèì íà (α). Çîêðåìà, H(m1) = m2, çâiäêè ìà¹ìî, ùî
m1 ≡ m2. Îòæå, â ïiâïëîùèíi (α) iñíó¹ ¹äèíèé ïðîìiíü m òàêèé, ùî êóòè (l,m) òà (h, k)

êîíãðóåíòíi.
16.Îñêiëüêè (h, k) = (h′, k′), òî iñíó¹ ðóõH òàêèé, ùîH(h′) = h òàH(k′) = k. Âðàõîâóþ÷è

àêñiîìè ðóõó III1 i III2, îòðèìó¹ìî, ùî H(k̄′) = k̄, äå k̄′ � ïðîìiíü, äîïîâíÿëüíèé äî k′, k̄ �
ïðîìiíü, äîïîâíÿëüíèé äî k. À òîìó (h, k̄) = (h′, k̄′).

17. Íåõàé (h, k) � äåÿêèé êóò, òîäi (h̄, k̄) � âåðòèêàëüíèé äî íüîãî. Çãiäíî ç àêñiîìîþ
ðóõó III6, iñíó¹ ðóõ S òàêèé, ùî S(k̄) = h, S(h) = k̄. Òîäi, â ñèëó àêñiîì ðóõó III1 i III2,
îòðèìà¹ìî, ùî S(k) = h̄, S(h̄) = k. Çâiäñè ìà¹ìî, ùî (h, k̄) = (h̄, k) òà (h, k) = (h̄, k̄).

18. Ïðÿìèì íàçâàþòü êóò, ùî äîðiâíþ¹ ñóìiæíîìó. Ùîá äîâåñòè iñíóâàííÿ ïðÿìîãî êóòà,
ðîçãëÿíåìî äåÿêó ïëîùèíó (α), ïðÿìó (a) íà íié i òî÷êó A íà ïðÿìié (a). Íåõàé òîäi (α′) i (α′′)
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� äâi ïiâïëîùèíè, âèçíà÷åíi ïðÿìîþ (a) i h � îäíà ç ïiâïðÿìèõ ïðÿìî¨ (a), íà ÿêi ðîçáèâà¹
¨¨ òî÷êà A. Çãiäíî ç àêñiîìîþ ðóõó III7, iñíó¹ òàêèé ðóõ H, ùî H(α′) = (α′′), H(h) = h,
H(A) = A. Çà àêñiîìîþ III4, H � òîòîæíèé íà (a). Íåõàé B′ � äåÿêà òî÷êà ïiâïëîùèíè (α′).
Ñïîëó÷èìî ¨¨ ç òî÷êîþ B′′ = H(B′) ïiâïëîùèíè (α′′) ïðÿìîþ (b). Íåõàé C � òî÷êà ïåðåòèíó
ïðÿìèõ (a) i (b). Òî÷êà C ðîçáèâà¹ ïðÿìó (a) íà äâi ïiâïðÿìi a′ i a′′, à ïðÿìó (b) íà ïiâïðÿìi b′
i b′′. Î÷åâèäíî, ùî H(a′) = a′, H(b′) = b′′. Òîìó êóò (a′, b′) äîðiâíþ¹ ñóìiæíîìó (a′, b′′), òîáòî
ïðÿìi êóòè iñíóþòü.

19. Íåõàé (h, k) i (h′, k′) � ïðÿìi êóòè. Äîâåäåìî, ùî âîíè ðiâíi. Íåõàé (α) � ïëîùèíà
êóòà (h, k), (α′) � òà ¨¨ ïiâïëîùèíà, âèçíà÷åíà ïðîìåíåì h i éîãî ïðîäîâæåííÿì h̄, â ÿêié
ëåæèòü ïðîìiíü k. Çà àêñiîìîþ ðóõó III7, iñíó¹ ðóõ H, ÿêèé h′ ïåðåâîäèòü â h, à ïðîìiíü k′

â ïðîìiíü k′′, ðîçìiùåíèé â ïiâïëîùèíi (α′).
Ïîçíà÷èìî òàêîæ ÷åðåç S ðóõ, ÿêèé ïåðåâîäèòü h â éîãî äîïîâíåííÿ h̄, à ïðîìiíü k â

ñåáå. Öå ìîæíà çðîáèòè, îñêiëüêè (h, k) � ïðÿìèé, òîìó (h, k) = (h̄, k). Ðóõ S ïåðåâîäèòü
òîäi ïðîìiíü k′′ â äåÿêèé ïðîìiíü k′′′. Êóòè (k′′, h) òà (k′′′, h) ðiâíi ÿê êóòè, ùî îòðèìóþòüñÿ
ðóõîì ðiâíèõ êóòiâ. Âèêîðèñòîâóþ÷è îäíîçíà÷íiñòü ïîáóäîâè êóòà, ðiâíîãî äàíîìó (çàäà÷à
15), ìà¹ìî, ùî k′′ ñïiâïàäà¹ ç k′′′. Îñêiëüêè ïiâïëîùèíè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ïðîìåíåì k i éîãî
äîïîâíåííÿì, ïðè äi¨ ðóõó S ïåðåñòàâëÿþòüñÿ, òî ñïiâïàäàííÿ k′′ i k′′′ ìîæëèâî òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè k′′ çáiãà¹òüñÿ ç k. Àëå öå îçíà÷à¹, ùî (h, k) = (h, k′′), i, îòæå, (h, k) = (h′, k′), ùî i
âèìàãàëîñÿ.

20. Íåõàé (a) � äåÿêà ïðÿìà â ïëîùèíi (α); B � äåÿêà òî÷êà ïëîùèíè (α). Äîâåäåìî, ùî
÷åðåç òî÷êó B ìîæíà ïðîâåñòè ¹äèíèé ïåðïåíäèêóëÿð äî ïðÿìî¨ (a). ßêùî òî÷êà B íàëåæèòü
ïðÿìié (a), òî äàíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ iç ðiâíîñòi âñiõ ïðÿìèõ êóòiâ (çàäà÷à 19). Íåõàé B

íå ëåæèòü íà ïðÿìié (a). Òîäi iñíó¹ ðóõ H, ÿêèé òîòîæíèé íà ïðÿìié (a) i ïåðåñòàâëÿ¹ ïiâ-
ïëîùèíè ïëîùèíè (α), âèçíà÷åíi ïðÿìîþ (a). Ïðÿìà, ùî ç'¹äíó¹ B i H(B), ïåðïåíäèêóëÿðíà
äî (a) (çàäà÷à 18). Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü äâi ïðÿìi (b1) i (b2), ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó
B i ïåðïåíäèêóëÿðíi äî (a). Ðóõ H ïåðåâîäèòü êîæíó ç öèõ ïðÿìèõ (b1) i (b2) â ñåáå. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî òî÷êà H(B) ¹ ñïiëüíîþ äëÿ öèõ ïðÿìèõ. À öå ñóïåðå÷èòü àêñiîìi çâ'ÿçêó I2,
ùî i äîâîäèòü ¹äèíiñòü ïîáóäîâè ïåðïåíäèêóëÿðà äî ïðÿìî¨ ÷åðåç äîâiëüíó òî÷êó ïëîùèíè.

21. Ïåðøà îçíàêà ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ. ßêùî ó òðèêóòíèêiâ ABC òà A′B′C ′: AB =

A′B′, AC = A′C ′ òà ∠A = ∠A′, òî âîíè ðiâíi (êîíãðóåíòíi).
Äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ. Îñêiëüêè ∠A = ∠A′, òî iñíó¹ ðóõ H, ÿêèé ïåðåâîäèòü òî÷êó A′

â òî÷êó A, ïiâïðÿìó [A′B′) ó ïiâïðÿìó [AB), ïiâïðÿìó [A′C ′) ó ïiâïðÿìó [AC). Âðàõîâóþ÷è
îäíîçíà÷íiñòü ïîáóäîâè âiäðiçêà, êîíãðóåíòíîãî äàíîìó (çàäà÷à 14), ðóõ H ïåðåâîäèòü òî÷êè
B′ â B òà C ′ â C, ùî i äîâîäèòü ðiâíiñòü òðèêóòíèêiâ ABC òà A′B′C ′.
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22. Òðèêóòíèê íàýèâà¹òüñÿ ðiâíîáåäðåíèì, ÿêùî ó íüîãî äâi ñòîðîíè ðiâíi. Ðiâíiñòü êóòiâ
ïðè îñíîâi òàêîãî òðèêóòíèêà áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ iç çàäà÷i 21 (äîâåäiòü ñàìîñòiéíî).

23. Äðóãà îçíàêà ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ. ßêùî ó òðèêóòíèêiâ ABC i A′B′C ′ AB =

A′B′, ∠A = ∠A′, ∠B = ∠B′, òî âîíè ðiâíi (êîíãðóåíòíi).
Äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ. Iñíó¹ ðóõ, ÿêèé ïåðåâîäèòü òî÷êó A â òî÷êó A′, ïiâïðÿìó [AB)

â ïiâïðÿìó [A′B′), ïiâïðÿìó [AC) â ïiâïðÿìó [A′C ′). Âðàõîâóþ÷è îäíîçíà÷íiñòü ïîáóäîâè
âiäðiçêà, ðiâíîãî äàíîìó (çàäà÷à 14), ìà¹ìî, ùî ïðè òàêîìó ðóñi òî÷êà B ïåðåõîäèòü â B′.
Äàëi, âðàõîâóþ÷è îäíîçíà÷íiñòü ïîáóäîâè êóòà, ðiâíîãî äàíîìó (çàäà÷à 15), ïiâïðÿìà [BC)

ïåðåõîäèòü â [B′C ′), îñêiëüêè ∠B = ∠B′. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî C ïåðåõîäèòü â òî÷êó C ′, ùî
i äîâîäèòü ðiâíiñòü òðèêóòíèêiâ ABC i A′B′C ′.

24. Òðåòÿ îçíàêà ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ. ßêùî ó òðèêóòíèêiâ ABC òà A′B′C ′: AB =

A′B′, AC = A′C ′, BC = B′C ′, òî âîíè ðiâíi (êîíãðóåíòíi).

Äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ. Icíy¹ ðóõ, ÿêèé ïåðåâîäèòü ïiâïðÿìó [AB) â [A′B′) i ñóìiùà¹
ïëîùèíè òðèêóòíèêiâ òàê, ùî òî÷êà C ′ i òî÷êà C ′′, â ÿêó ïåðåõîäèòü ïðè ðóñi C, ðîçìiùåíi â
ðiçíèõ ïiâïëîùèíàõ, âèçíà÷åíèõ ïðÿìîþ (A′B′). Çãiäíî iç çàäà÷åþ 14, òàêèé ðóõ ïåðåâîäèòü
òî÷êó B â B′.

Òðèêóòíèêè C ′A′C ′′, C ′B′C ′′ � ðiâíîáåäðåíi i C ′C ′′ ¹ ¨õ ñïiëüíîþ îñíîâîþ. Íåõàé òî÷êà
D � ïåðåòèí âiäðiçêà C ′C ′′ ç ïðÿìîþ (AB). Îñêiëüêè ïiâïðÿìi [C ′A′), [C ′D), [C ′B′) òà [C ′′A),
[C ′′D), [C ′′B′) çíàõîäÿòüñÿ â îäíàêîâîìó ïîðÿäêó (âií âèçíà÷à¹òüñÿ ïîðÿäêîì òî÷îê A′, D,
B′), à êóòè ïðè îñíîâi ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà ðiâíi (çàäàà÷à 22), òî ëåãêî äîâåñòè, ùî êóò
ìiæ ïiâïðÿìèìè [C ′A′) i [C ′B′) äîðiâíþ¹ êóòó ìiæ ïiâïðÿìèìè [C ′′A′) òà [C ′′B′) (äîâåäiòü).
Çâiäñè, êóò C òðèêóòíèêà ABC äîðiâíþ¹ êóòó C ′ òðèêóòíèêà A′B′C ′. À òîìó, çà ïåðøîþ
îçíàêîþ ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ (çàäà÷à 21), òðèêóòíèêè ABC òà A′B′C ′ êîíãðóåíòíi (ðiâíi),
ùî i âèìàãàëîñÿ.

25. Íåõàé AB i CD � íåðiâíi âiäðiçêè i AB > CD. Ïåðåâåäåìî äåÿêèì ðóõîì ïiâïðÿìó
[AB) â ïiâïðÿìó [CD). Ïðè öüîìó òî÷êà B ïåðåéäå â B′, à D′ â D. Îòæå, òî÷êè A, B, D′

òà C, B′, D çíàõîäÿòüñÿ â îäíàêîâîìó âiäíîøåííi ïîðÿäêó (àêñiîìà ðóõó III2). Ç òîãî, ùî
D′ çíàõîäèòüñÿ ìiæ A òà B, âèïëèâà¹, ùî D çíàõîäèòüñÿ ìiæ C òà B′, òîáòî ç AB > CD

âèïëèâà¹, ùî CD < AB.
26. Íåõàé AB � äåÿêèé âiäðiçîê, à òî÷êà O � éîãî ñåðåäèíà, òîáòî ùî AO = OB.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó iñíóâàííÿ ìiæ òî÷êàìè A i B òàêî¨ òî÷êè C, ùî AO = OB. Ïðÿìà (AB)

ðîçáèâà¹ äåÿêó ïëîùèíó, â ÿêié âîíà ëåæèòü, íà äâi ïiâïëîùèíè (α′) i (α′′).
Âiäêëàäåìî â ïiâïëîùèíàõ (α′) i (α′′) âiä ïiâïðÿìèõ [AB) i [BA) âiäïîâiäíî ðiâíi êóòè i
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âiçüìåìî íà ñòîðîíàõ öèõ êóòiâ òî÷êè C i D òàê, ùîá AC = BD. Âiäðiçîê CD ïåðåòèíà¹ ïðÿ-
ìó (AB) â òî÷öi O. Çà ïåðøîþ îçíàêîþ ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ (çàäà÷à 21), òðèêóòíèêè ACB

i BDA ðiâíi. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ∠CBA = ∠DAB. Çâiäñè ìà¹ìî ðiâíiñòü òðèêóòíèêiâ CBD

i DAC, ç ÿêî¨ îòðèìó¹ìî, ùî ∠ACD = ∠BDC. Òîäi çà äðóãîþ îçíàêîþ ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ
(çàäà÷à 23) ìà¹ìî, ùî òðèêóòíèêè ACO òà BDO ðiâíi i, îòæå, AO = OB, òîáòî òî÷êà O �
ñåðåäèíà AB � iñíó¹.

Äîâåäåìî òåïåð ¹äèíiñòü ñåðåäèíè. Ïðèïóñòèìî, ùî âiäðiçîê AB ìà¹ äâi ñåðåäèíè O1 òà
O2. Iñíó¹ ðóõ, ÿêèé çàëèøà¹ íà ìiñöi òî÷êó O1 i ïåðåñòàâëÿ¹ ïiâïðÿìi O1A òà O1B. Öåé ðóõ
ïåðåâîäèòü òî÷êó A â òî÷êó B, à B � â A, îñêiëüêè O1A = O1B (çàäà÷à 14). Òî÷êà O2 ïðè
öüîìó ðóñi ïåðåõîäèòü â äåÿêó òî÷êó O

′
2. Îñêiëüêè AO2 = AO

′
2 = BO2, òî O

′
2 ≡ O2, ùî

íåìîæëèâî, îñêiëüêè O2 i O
′
2 ðîçìiùåíi ïî ðiçíi áîêè âiä òî÷êè O1. Îòæå, O � ñåðåäèíà AB

� ¹äèíà.
27. Íåõàé (h, k) � êóò ç âåðøèíîþ O, l � ïðîìiíü, ÿêèé ëåæèòü ìiæ h i k i âèõîäèòü

ç âåðøèíè O, òàêèé, ùî (h, l) = (l, k), òîáòî l � áiñåêòðèñà êóòà (h, k). Äîâåäåìî ñïî÷àòêó
iñíóâàííÿ òàêîãî ïðîìåíÿ l. Äëÿ öüîãî âiäêëàäåìî ç âåðøèíè O êóòà (h, k) íà éîãî ñòîðîíàõ
ðiâíi âiäðiçêè OA òà OB. Íåõàé C � ñåðåäèíà âiäðiçêà AB. Òðèêóòíèêè AOC òà BOC

ðiâíi (çà òðåòüîþ îçíàêîþ ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ). Çâiäñè îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü êóòiâ, óòâîðåíèõ
ïðîìåíåì OC ç ïðîìåíÿìè h i k, òîáòî áiñåêòðèñà l ≡ OC iñíó¹.

Äîâåäåìî òåïåð ¹äèíiñòü ïðîìåíÿ l. Íåõàé iñíó¹ äâà òàêèõ ïðîìåíÿ l1 òà l2. Âîíè ïå-
ðåòèíàþòü âiäðiçîê AB ó òî÷êàõ C1 òà C2. Iç ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ AOC1 i BOC1, AOC2 i
BOC2 âèïëèâà¹, ùî êîæíà ç òî÷îê C1 i C2 ¹ ñåðåäèíîþ âiäðiçêà AB. Îäíàê öå ïðîòèði÷èòü
ïîïåðåäíié çàäà÷i. Îòæå, áiñåêòðèñà l êóòà (h, k) iñíó¹ i ¹äèíà.

28. Òåîðåìà. Çîâíiøíié êóò òðèêóòíèêà áiëüøèé äîâiëüíîãî âíóòðiøíüîãî, íå ñóìi-

æíîãî ç íèì.

Äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ. Íåõàé ABC � äàíèé òðèêóòíèê. Ïîêàæåìî, ùî çîâíiøíié êóò
òðèêóòíèêà ABC ïðè âåðøèíi C áiëüøèé çà ∠A òà ∠B. Âiçüìåìî òî÷êóO � ñåðåäèíó ñòîðîíè
BC. Iç òî÷êè A ïðîâåäåìî ÷åðåç òî÷êó O ïiâïðÿìó i âiäêëàäåìî íà íié âiäðiçîê, ðiâíèé OA.
Íåõàé D � êiíåöü öüîãî âiäðiçêà.
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Òî÷êà D ëåæèòü ó ïiâïëîùèíi, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ïðÿìîþ (BC) i ìiñòèòü ïðîäîâæåííÿ
ïiâïðÿìî¨ [CA). Ç iíøîãî áîêó, òî÷êà D ëåæèòü ó ïiâïëîùèíi, âèçíà÷åíié ïðÿìîþ (AC), ÿêà
ìiñòèòü ïiâïðÿìó [CB). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïiâïðÿìà [CD) ëåæèòü ìiæ ïiâïðÿìîþ [CB) i
ïðîäîâæåííÿì ïiâïðÿìî¨ [CA). À öå îçíà÷à¹, ùî êóò BCD ìåíøèé çîâíiøíüîãî êóòà ABC

ïðè âåðøèíi C.
Òðèêóòíèêè ABO òà DOC ðiâíi (çà ïåðøîþ îçíàêîþ ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ), òîìó êóòè

ABO òà DCO, ÿê âiäïîâiäíi, ðiâíi. Îòæå, ∠B òðèêóòíèêà ABC ìåíøèé çîâíiøíüîãî êóòà
ïðè âåðøèíi C. Îñêiëüêè B i C � äîâiëüíi äâi âåðøèíè òðèêóòíèêà, òî öèì òâåðäæåííÿ
äîâåäåíî ïîâíiñòþ.

29. Ïàðàëåëüíi ïðÿìi iñíóþòü. Ñïðàâäi, ó äâîõ ðiçíèõ òî÷êàõ ïðÿìî¨ (a) âñòàíîâèìî äî
íå¨ äâà ïåðïåíäèêóëÿðè. Ïðÿìi, ÿêi ìiñòÿòü öi ïåðïåíäèêóëÿðè, ïàðàëåëüíi. ßêáè öi ïðÿìi
ïåðåòíóëèñÿ, òî âèíèê áè òðèêóòíèê ç äâîìà ïðÿìèìè âíóòðiøíiìè êóòàìè.

30. Íåõàé ABC � äàíèé òðèêóòíèê i AB > AC. Âiäêëàäåìî íà AB âiäðiçîê, ðiâíèé AC.
Íåõàé C ′ � êiíåöü öüîãî âiäðiçêà. Òîäi 4ACC ′ � ðiâíîáåäðåíèé, à òîìó êóòè AC ′C i ACC ′

ïðè îñíîâi ðiâíi (çàäà÷à 22). Àëå ∠AC ′C, ÿê çîâíiøíié êóò äëÿ òðèêóòíèêà BC ′C, áiëüøèé
êóòà ABC. Çâiäñè ìà¹ìî, ùî ∠ACB (ðiâíèé ∠ACC ′) áiëüøèé âiä ∠ABC.

31. Ðîçãëÿíåìî òðèêóòíèê ó ÿêîãî êóò BAC áiëüøèé çà êóò ABC. Ïðîâåäåìî ïðîìiíü
ç âåðøèíîþ ó òî÷öi A òàê, ùîá âií óòâîðþâàâ ç ïðîìåíåì AB êóò, ðiâíèé êóòó ABC. Öåé
ïðîìiíü ïåðåòíå âiäðiçîê BC ó òî÷öi L, ÿêà ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè B i C, áî êóò BAL ìåíøèé
çà êóò BAC. Âèíèê ðiâíîáåäðåíèé4ABL (AL = BL). Ó4ALC ñóìà äîâæèí AL+LC > AC,
àëå AL = BL i òîìó BL + LC = BC > AC. Òîìó ó òðèêóòíèêó ïðîòè áiëüøîãî êóòà ëåæèòü
áiëüøà çà äîâæèíîþ ñòîðîíà.

32. Íåõàé ABC � äàíèé òðèêóòíèê. Âiäêëàäåìî íà ïðîäîâæåííi âiäðiçêà AB ïîçà òî-
÷êîþ B âiäðiçîê, ðiâíèé BC. Îòðèìà¹ìî òî÷êó C ′. Îñêiëüêè ∠BC ′C = ∠BCC ′ (4BC ′C �
ðiâíîáåäðåíèé ç îñíîâîþ CC ′), òî ∠BC ′C ìåíøèé íiæ ∠ACC ′. Çãiäíî ç çàäà÷åþ 31, ìà¹ìî,
ùî âiäðiçîê AC ìåíøèé âiä AC ′, à AC ′ = AB + BC, òîáòî AC < AB + BC.

Òâåðäæåííÿ ïðî ðiçíèöþ ñòîðií äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè (ïðîâåäiòü ñà-
ìîñòiéíî).

33. Íåõàé C � êðóã ç öåíòðîì â òî÷öi O, ðàäióñîì r i ìåæåþ K; (a) � äåÿêà ïðÿìà, ÿêà
ìiñòèòü âíóòðiøíþ òî÷êó P êðóãà C i ëåæèòü ó ïëîùèíi êðóãà C. Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè:
1) ïðÿìà (a) ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó O; 2) ïðÿìà (a) íå ïðîõîäèòü ÷åðåç O.

Â ïåðøîìó âèïàäêó òâåðäæåííÿ çàäà÷i î÷åâèäíå, îñêiëüêè íà êîæíié iç ïiâïðÿìèõ ïðÿìî¨
(a), âèçíà÷åíèõ òî÷êîþ O, iñíó¹ i ïðèòîìó ¹äèíà òî÷êà X òàêà, ùî OX = r (çàäà÷à 14).

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé âèïàäîê. Ïðîâåäåìî ÷åðåç öåíòð O ïðÿìó, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî (a).
Âîíà ïåðåòíå (a) â äåÿêié òî÷öi A. Ïîêàæåìî, ùî A � âíóòðiøíÿ òî÷êà êðóãà C. Äiéñíî,
ÿêùî òî÷êà A íå ñïiâïàäà¹ ç P (ÿêùî A ñïiâïàäà¹ ç P , òî âîíà âíóòðiøíÿ çà ïîáóäîâîþ), òî
òðèêóòíèê OAP ïðÿìîêóòíèé i, çãiäíî ç çàäà÷åþ 31, OA < OP < r, òîáòî A � âíóòðiøíÿ.

Òî÷êà A ðîçáèâà¹ ïðÿìó (a) íà äâi ïiâïðÿìi (a′) òà (a′′). Ðîçiá'¹ìî âñi òî÷êè ïðÿìî¨ (a) íà
äâà êëàñè. Â ïåðøèé êëàñ âiäíåñåìî âñi òî÷êè ïiâïðÿìî¨ (a′), à òàêîæ âñi òî÷êè X ïiâïðÿìî¨
(a′′), äëÿ ÿêèõ OX < r; â äðóãèé êëàñ � âñi iíøi òî÷êè ïðÿìî¨ (a). Ïîêàæåìî, ùî öå ðîçáèòòÿ
òî÷îê ïðÿìî¨ íà êëàñè çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó àêñiîìè IV Äåäåêiíäà.

Ïåðøèé êëàñ íå ¹ ïîðîæíiì, áî äî íüîãî íàëåæèòü ïiâïðÿìà (a′). Íà ïiâïðÿìié (a′′) iñíó¹
òî÷êà X òàêà, ùî AX = r. Öÿ òî÷êà íàëåæèòü äî äðóãîãî êëàñó, îñêiëüêè iç ïðÿìîêóòíîãî
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òðèêóòíèêà OAX ìà¹ìî, ùî OX > AX = r. Òàêèì ÷èíîì, êîæåí ç êëàñiâ íåïîðîæíié.
Íåõàé X � òî÷êà ïåðøîãî êëàñó, à Y � òî÷êà äðóãîãî êëàñó. Ïîêàæåìî, ùî X < Y . Öå

î÷åâèäíî, êîëè X ëåæèòü íà ïiâïðÿìié (a′). Íåõàé X íàëåæèòü ïiâïðÿìié (a′′). Ïðèïóñòèìî,
ùî Y < X. Êóò OY A ãîñòðèé, îòæå, êóò OY X � òóïèé. I îñêiëüêè ∠OXA ãîñòðèé, òî â
òðèêóòíèêó OXY : OY < OX < r, òîáòî Y íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi.

Íåõàé D � òî÷êà, ÿêà âèêîíó¹ ïîäië íà êëàñè çãiäíî ç àêñiîìîþ Äåäåêiíäà IV. Ïîêàæåìî,
ùî OD = r.

Ïðèïóñòèìî, ùî OD < r. Âiäêëàäåìî âiä òî÷êè D â íàïðÿìêó ïiâïðÿìî¨ (a′′) âiäðiçîê,
ðiâíèé (r − OD). Íåõàé E � êiíåöü öüîãî âiäðiçêà. çêiäíî ç çàäà÷åþ 33, çàñòîñîâóþ÷è ¨¨
äî 4ODE, ìà¹ìî, ùî OE < OD + DE = OD + (r − OD) = r, çâiäêè OE < r. Îòæå, E

íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó, àëå öå íåìîæëèâî, îñêiëüêè D < E. Àíàëîãi÷íî âèêëþ÷à¹òüñÿ
ïðèïóùåííÿ, ùî OD > r. Òàêèì ÷èíîì, OD = r i òî÷êà D ¹ òî÷êîþ ïåðåòèíó êîëà K (ìåæi
äàíîãî êðóãà C) ç ïiâïðÿìîþ (a′′).

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü òî÷êè D. Äîïóñòèìî, ùî iñíó¹ äâi òî÷êè D1 i D2 ïåðåòèíó ïiâïðÿìî¨
(a′′) ç êîëîì K. Íåõàé D � ñåðåäèíà âiäðiçêà D1D2. Iç ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ OD1D i OD2D

âèïëèâà¹, ùî (OD) ïåðïåíäèêóëÿðíà äî (a). Àëå öå íåìîæëèâî, áî, â ñèëó ¹äèíîñòi ïåðïåí-
äèêóëÿðà ç äåÿêî¨ òî÷êè äî ïðÿìî¨ (çàäà÷à 20), A ≡ D, à òî÷êè D1 i D2 ðîçìiùåíi ïî îäèí
áiê âiä òî÷êè A.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü òî÷êè ïåðåòèíó ïiâïðÿìî¨ (a′) ç êîëîì K, ùî
i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ çàäà÷i.

34. Òåîðåìà ïðî ìiðó âiäðiçêà. Iñíó¹, ïðè÷îìó ¹äèíà, ôóíêöiÿ µ, âèçíà÷åíà íà âñiõ

âiäðiçêàõ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) äëÿ êîæíîãî âiäðiçêà AB µ(AB) > 0;

2) ÿêùî âiäðiçêè AB i CD ðiâíi (êîíãðóåíòíi), òî µ(AB) = µ(CD);

3) ÿêùî òî÷êà C ¹ âíóòðiøíüîþ äëÿ âiäðiçêà AB, òî µ(AC) + µ(CB) = µ(AB);

4) äëÿ äåÿêîãî âiäðiçêà A0B0 µ(A0B0) = 1.

Òåîðåìà ïðî ìiðó êóòà. Iñíó¹, ïðè÷îìó ¹äèíà, ôóíêöiÿ ν, âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ êóòiâ,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) äëÿ êîæíîãî êóòà (h, k) ν(h, k) > 0;

2) ÿêùî êóòè (h, k) i (l,m) ðiâíi (êîíãðóåíòíi), òî

ν(h, k) = ν(l,m);
3) ÿêùî ïðîìiíü l çíàõîäèòüñÿ ìiæ h i k, òî

ν(h, l) + ν(l, k) = ν(h, k);
4) äëÿ äåÿêîãî êóòà (h0, k0) ν(h0, k0) = 1.

35. Ïîáóäó¹ìî äâi ïîñëiäîâíîñòi äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë α
′
n òà α

′′
n âèãëÿäó m

2k
, ÿêi çái-

ãàþòüñÿ äî α òàê, ùîá ïåðøà áóëà íåñïàäíîþ, à äðóãà íåçðîñòàþ÷îþ. Î÷åâèäíî, iñíóþòü
âiäðiçêè A

′
nB

′
n òà A

′′
nB

′′
n òàêi, ùî µ(A

′
nB

′
n) = α

′
n, µ(A

′′
nB

′′
n) = α

′′
n. Âiäêëàäåìî âiäðiçêè A

′
nB

′
n òà

A
′′
nB

′′
n íà äåÿêié ïðÿìié (a) iç äåÿêî¨ òî÷êè A â îäíîìó íàïðÿìêó. Íåõàé A

′
n òà A

′′
n � êiíöi

öèõ âiäðiçêiâ. Òîäi âñi âiäðiçêè A
′
nA

′′
n ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó B (ïîÿñíiòü ÷îìó). Î÷åâèäíî, ùî

µ(AB) = α.
36. Ïåðøà îçíàêà ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ. ßêùî äâi ïðÿìi íà ïëîùèíi ïåðåòíóòè

òðåòüîþ ïðÿìîþ (ñi÷íîþ) i âíóòðiøíi ðiçíîñòîðîííi êóòè ïðè ñi÷íié ðiâíi, òî ïðÿìi ïà-
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ðàëåëüíi.

Äîâåäåìî öå. Íåõàé ñi÷íà (c) ïåðåòèíà¹ ïðÿìi (a) i (b), âiäïîâiäíî, ó òî÷êàõ A i B. Îñêiëüêè
âíóòðiøíi ðiçîñòîðîííi êóòè ïðè ñi÷íié ðiâíi, òî ïðîâåäåìî ÷åðåç ñåðåäèíó M âiäðiçêà AB

ïåðïåíäèêóëÿð äî ïðÿìî¨ (a).

Âií ïåðåòíå ïðÿìó (a) ó òî÷öi K, à ïðÿìó (b) ó òî÷öi L.4MKA = 4MLB çà äðóãîþ îçíàêîþ
ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ. Ó ðiâíèõ òðèêóòíèêàõ ïðîòè ðiâíèõ ñòîðií (AM = MB) ëåæàòü ðiâíi
êóòè. Îòæå, ∠MLB = ∠MKA, àëå, çà ïîáóäîâîþ, ∠MKA � ïðÿìèé. Òîìó KL � ñïiëüíèé
ïåðïåíäèêóëÿð ïðÿìèõ (a) i (b) i ïðÿìi (a) òà (b) ïàðàëåëüíi.

37. Òåîðåìà (îáåðíåíà äî ïåðøî¨ îçíàêè ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ). ßêùî ïàðà-

ëåëüíi ïðÿìi ïåðåòíóòè òðåòüîþ (ñi÷íîþ), òî âíóòðiøíi ðiçíîñòîðîííi êóòè ïðè ñi÷íié

ðiâíi.

Äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïàðàëåëüíi ïðÿìi (a) i (b) òà ñi÷íó (AB). ×åðåç
ñåðåäèíó âiäðiçêà AB ïðîâåäåìî ñïiëüíèé ïåðïåíäèêóëÿð äëÿ ïðÿìèõ (a) i (b). Òðèêóòíèêè
MBL i MKA (äèâ. ìàë. äî çàäà÷i 36) îáèäâà ïðÿìîêóòíi, ãîñòði êóòè ç âåðøèíîþ M ðiâíi,
áî âîíè âåðòèêàëüíi. Òîìó ∠KAM = ∠LBM .

38. Äðóãà îçíàêà ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ. ßêùî äâi ïðÿìi ïåðåòíóòè òðåòüîþ i

âiäïîâiäíi êóòè ðiâíi, òî ïðÿìi ïàðàëåëüíi.
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Äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ îçíàêè çàóâàæèìî, ùî ðiâíiñòü âiäïîâiäíèõ
êóòiâ çâîäèòüñÿ äî ðiâíîñòi âíóòðiøíiõ ðiçíîñòîðîííiõ êóòiâ ïðè ñi÷íié. Òîìó çà ïåðøîþ îçíà-
êîþ ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ îòðèìó¹ìî âiðíiñòü äàíîãî òâåðäæåííÿ. Îòæå, ∠MLB = ∠MKA,
àëå, çà ïîáóäîâîþ, ∠MKA � ïðÿìèé.
Òîìó KL � ñïiëüíèé ïåðïåíäèêóëÿð ïðÿìèõ (a) i (b) i ïðÿìi (a) òà (b) ïàðàëåëüíi.

39. Òåîðåìà (îáåðíåíà äî äðóãî¨ îçíàêè ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ). ßêùî ïàðàëåëüíi

ïðÿìi ïåðåòíóòè òðåòüîþ, òî âiäïîâiäíi êóòè áóäóòü ðiâíi.

Òâåðäæåííÿ âiðíå, îñêiëüêè âiðíà òåîðåìà, îáåðíåíà äî ïåðøî¨ îçíàêè ïàðàëåëüíîñòi ïðÿ-
ìèõ.

40. Òðåòÿ îçíàêà ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ. ßêùî äâi ïðÿìi ïåðåòíóòè òðåòüîþ i

ñóìà âíóòðiøíiõ îäíîñòîðîííiõ êóòiâ ïðè ñi÷íié ðiâíà äâîì ïðÿìèì, òî ïðÿìi ïàðàëåëüíi.

Äiéñíî, ÿêùî α i β � âíóòðiøíi îäíîñòîðîííi ïðè ñi÷íié êóòè i ¨õ ñóìà α + β = 2d, òî
îñêiëüêè β + γ = 2d, äå γ � ñóìiæíèé êóò äëÿ êóòà β, ìà¹ìî, ùî α = γ. Îòæå, âíóòðiøíi
ðiçíîñòîðîííi êóòè ïðè ñi÷íié ¹ ðiâíèìè. Òîìó çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïàðàëåëüíîñòi, ïðÿìi
ïàðàëåëüíi.

41. Òåîðåìà (îáåðíåíà äî òðåòüî¨ îçíàêè ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ). ßêùî ïðÿìi

ïàðàëåëüíi, òî ñóìà âíóòðiøíiõ îäíîñòîðîííiõ êóòiâ ïðè ñi÷íié äîðiâíþ¹ äâîì ïðÿìèì

êóòàì.

Äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ. Ïåðåòíåìî ïàðàëåëüíi ïðÿìi òðåòüîþ ïðÿìîþ i ïîçíà÷èìî âíó-
òðiøíi ðiçíîñòîðîííi êóòè ïðè ñi÷íié ÷åðåç α i γ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ, îáåðíåíîþ äî ïåðøî¨
îçíàêè ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ, α = γ. Îñêiëüêè α + β = 2d, áî α i β � cóìiæíi êóòè, òî
α + γ = 2d.

42. Òåîðåìà (ïðî ñóìó âíóòðiøíiõ êóòiâ òðèêóòíèêà). Ó äîâiëüíîìó òðèêóòíèêó

ñóìà âíóòðiøíiõ êóòiâ äîðiâíþ¹ äâîì ïðÿìèì.

Äiéñíî, íåõàé 4ABC � äàíèé. Ïðîâåäåìî ÷åðåç òî÷êó C ïðÿìó, ïàðàëåëüíó äî (AB). Äâi
ïiâïðÿìi, íà ÿêi ðîçáèâà¹ öþ ïðÿìó òî÷êà C i ïiâïðÿìi (CA) i (CB) óòâîðþþòü òðè êóòè.
Îäèí ç íèõ � öå êóò ACB äàíîãî òðèêóòíèêà, à äâà iíøi, â ñèëó çàäà÷i 39, äîðiâíþþòü
êóòàì CAB i CBA òðèêóòíèêà ABC. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñóìà ∠ACB + ∠CAB + ∠CBA

äîðiâíþ¹ ðîçãîðíóòîìó êóòó, ÿêèé ðiâíèé ñóìi äâîõ ïðÿìèõ êóòiâ.
43. Ïåðøà îçíàêà ïîäiáíîñòi òðèêóòíèêiâ. Äâà òðèêóòíèêè, ó ÿêèõ âiäïîâiäíi äâà

êóòè ðiâíi, ïîäiáíi.

Ñïðàâäi, íåõàé 4ABC i 4A1B1C1 � çàäàíi i ó íèõ ∠A = ∠A1, ∠B = ∠B1. Çà òåîðåìîþ
ïðî ñóìó êóòiâ òðèêóòíèêà (çàäà÷à 42), ∠C = ∠C1. Ïîäi¹ìî íà 4A1B1C1 ðóõîì, ïðè ÿêîìó
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âåðøèíà C1 ñïiâïàäà¹ ç âåðøèíîþ C, à âåðøèíè A1 i B1 ïåðåõîäÿòü â òî÷êè A2 i B2 ïiâïðÿìèõ
(CA) òà (CB), âiäïîâiäíî, (i ðîçòàøîâàíi ïî òîé æå áiê âiä òî÷êè C, ùî i òî÷êè A1 òà
B1). Îñêiëüêè 4A1B1C1 = 4A2B2C, òî ∠B2A2C = ∠BAC, çâiäêè ìà¹ìî, ùî ïðÿìi (A2B2)

òà (AB) ïàðàëåëüíi. Çâiäñè, çà òåîðåìîþ Ôàëåñà, îòðèìó¹ìî, ùî CA2

CA
=

CB2

CB
. Îñêiëüêè

CA2 = C1A1 òà CB2 = C1B1, òî
C1A1

CA
=

C1B1

CB
. Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî, ùî C1B1

CB
=

A1B1

AB
,

îòæå, òðèêóòíèêè ABC òà A1B1C1 ïîäiáíi.
44. Òåîðåìà Ïiôàãîðà. Ó äîâiëüíîìó ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó ñóìà êâàäðàòiâ äîâ-

æèí êàòåòiâ äîðiâíþ¹ êâàäðàòó äîâæèíè ãiïîòåíóçè.

Äiéñíî, íåõàé ABC � äåÿêèé ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê (∠C � ïðÿìèé). Îïóñòèìî ïåð-
ïåíäèêóëÿð CD iç âåðøèíè ïðÿìîãî êóòà íà ãiïîòåíóçó AB. Îñíîâà ïåðïåíäèêóëÿðà D

çíàõîäèòüñÿ ìiæ òî÷êàìè A i B (ñïðàâäi, ïðèïóñòèâøè, ùî òî÷êè A i B ëåæàòü ïî îäèí
áiê âiä D, îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü ç òèì, ùî çîâíiøíié êóò òðèêóòíèêà áiëüøèé áóäü-
ÿêîãî âíóòðiøíüîãî, íå ñóìiæíîãî ç íèì). Iç ïîäiáíîñòi òðèêóòíèêiâ ABC, ACD i BCD

(çà ïåðøîþ îçíàêîþ ïîäiáíîñòi) îòðèìó¹ìî ïðîïîðöi¨: AD

AC
=

AC

AB
, BD

BC
=

BC

AB
, çâiäêè

AC2 = AB ·AD, BC2 = AB ·BD. Äîäàìî îñòàííi ðiâíîñòi, âðàõîâóþ÷è, ùî AD + DB = AB:
AC2 + BC2 = AB · AD + AB ·BD = AB · (AD + DB) = AB2, ùî i äîâîäèòü òåîðåìó.

45. Òåîðåìà (îáåðíåíà äî òåîðåìè Ïiôàãîðà). ßêùî êâàäðàò äîâæèíè îäíi¹¨ ñòî-

ðîíè òðèêóòíèêà äîðiâíþ¹ ñóìi êâàäðàòiâ äîâæèí äâoõ iíøèõ ñòîðií, òî òðèêóòíèê ïðÿ-

ìîêóòíèé.

Ñïðàâäi, íåõàé ó 4ABC: AB2 = AC2 + BC2. Äîâåäåìî, ùî êóò C � ïðÿìèé. Ïîáóäó¹ìî
ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê A1B1C1 ç êàòåòàìè A1C1 = AC i B1C1 = BC. Çà òåîðåìîþ Ïiôàãîðà,
A1B

2
1 = A1C

2
1 +B1C

2
1 i, îòæå, A1B

2
1 = AC2 +BC2. Àëå çà óìîâîþ òåîðåìè, AB2 = AC2 +BC2.

Òîäi A1B
2
1 = AB2, òîáòî A1B1 = AB. Îòæå, òðèêóòíèêè ABC i A1B1C1 ðiâíi çà òðüîìà

ñòîðîíàìè. Ç ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ âèïëèâà¹ ðiâíiñòü êóòiâ: ∠C = ∠C1, çâiäêè îòðèìó¹ìî,
ùî ∠C òðèêóòíèêà ABC � ïðÿìèé. Òåîðåìó äîâåäåíî.

46. Òåîðåìà. Çîâíiøíié êóò òðèêóòíèêà äîðiâíþ¹ ñóìi âíóòðiøíiõ êóòiâ, íå ñóìi-

æíèõ ç íèì.

Äiéñíî, íåõàé 4ABC � çàäàíèé. Âiäîìî (çàäà÷à 42), ùî ñóìà âíóòðiøíiõ êóòiâ äîâiëü-
íîãî òðèêóòíèêà äîðiâíþ¹ äâîì ïðÿìèì. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñóìà âåëè÷èí äîâiëüíèõ äâîõ
âíóòðiøíiõ êóòiâ, íàïðèêëàä ∠A + ∠B, äîðiâíþ¹ ðiçíèöi âåëè÷èí äâîõ ïðÿìèõ êóòiâ i òðå-
òüîãî êóòà ïðè âåðøèíi C. À öÿ ðiçíèöÿ i äîðiâíþ¹ âåëè÷èíi çîâíiøíüîãî êóòà òðèêóòíèêà
ABC ïðè âåðøèíi C, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

47. Êóò ç âåðøèíîþ ó òî÷öi A îïèðà¹òüñÿ íà äóãó KL êîëà êðóãà K. Âåðòèêàëüíèé
éîìó êóò îïèðà¹òüñÿ íà äóãó K ′L′ êðóãà K. Ç'¹äíà¹ìî òî÷êè L i L′ õîðäîþ LL′ i ðîçãëÿíåìî
òðèêóòíèê ALL′.
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Êóòè KL′L òà K ′LL′ âïèñàíi i òîìó ðiâíi ∠KL′L =
1

2

^

KL òà ∠K ′LL′ =
1

2

^

K ′L′. Çà òåîðå-

ìîþ ïðî çîâíiøíié êóò òðèêóòíèêà ∠KAL = ∠K ′AL′ = ∠KL′L + ∠K ′LL′ =
1

2
(

^

KL +
^

K ′L′).

Îòæå, ∠KAL =
1

2
(

^

KL +
^

K ′L′).
48. Íåõàé ñòîðîíè êóòà ç âåðøèíîþ ó òî÷öi A (ÿêà ðîçìiùåíà çîâíi êðóãà K) ïåðåòèíàþòü

êîëî êðóãà K ó òî÷êàõ B, B′, L i L′.

Ç'¹äíà¹ìî òî÷êè B i L′ õîðäîþ BL′. Êóòè B′BL′ òà BL′L âïèñàíi ó êîëî êðóãà K i òîìó
∠B′BL′ =

1

2

^

B′L′ òà ∠BL′L =
1

2

^

BL. Çà òåîðåìîþ ïðî âåëè÷èíó çîâíiøíüîãî êóòà òðèêóòíèêà,
ìà¹ìî ∠B′BL′ = ∠BL′A + ∠L′AB.

Îòæå, ∠L′AB′ =
1

2
(

^

B′L′−
^

BL).
49. Íåõàé B � òî÷êà äîòèêó äîòè÷íî¨ (AB) ç êîëîì êðóãà K, à L i L′ � òî÷êè ïåðåòèíó

iíøî¨ ñòîðîíè êóòà BAL′ ç êîëîì êðóãà K.

Ç'¹äíà¹ìî òî÷êè B i L õîðäîþ BL. Êóò BLL′ âïèñàíèé i òîìó ∠BLL′ =
1

2

^

L′B. Êóò LBA

(ìiæ äîòè÷íîþ i õîðäîþ, ïðîâåäåíîþ ç òî÷êè äîòèêó äîòè÷íî¨) äîðiâíþ¹ 1

2

^

BL (äîâåäiòü öå).
Çà òåîðåìîþ ïðî âåëè÷èíó çîâíiøíüîãî êóòà 4LBA, ìà¹ìî

∠BAL′ =
1

2
(

^

L′B−
^

BL).
50. ßêùî A � òî÷êà äîòèêó äîòè÷íî¨ (AL) äî êîëà êðóãà K, à (AB) � ñi÷íà, òî ïðîâåäåìî

÷åðåç òî÷êó B ïðÿìó (BC), ïàðàëåëüíó äî äîòè÷íî¨.
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Çà àêñiîìîþ Åâêëiäà (V) òàêà ïðÿìà ¹äèíà. Î÷åâèäíî, ùî ∠ABC âïèñàíèé ó êîëî êðóãà
K. Çà òåîðåìîþ, îáåðíåíîþ äî ïåðøî¨ îçíàêè ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ, êóòè ∠CBA òà ∠BAL

ðiâíi. Îòæå, ∠BAL = ∠CBA =
1

2

^

AC =
1

2

^

AB. ∠BAL =
1

2

^

AB.

51. Òåîðåìà. Âïèñàíèé â êðóã êóò âèìiðþ¹òüñÿ ïîëîâèíîþ äóãè, íà ÿêó âií îïèðà¹òüñÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ ðîçãëÿíåìî òðè âèïàäêè ðîçìiùåííÿ öåíòðà O êðóãà âiäíîñíî ñòîðií äà-
íîãî âïèñàíîãî êóòà ABC.

1) Öåíòð êîëà ëåæèòü íà îäíié iç ñòîðií âïèñàíîãî êóòà (ðèñ.à) Ïðîâåäåìî âiäðiçîê OA

i ðîçãëÿíåìî öåíòðàëüíèé êóò AOC. Âií ¹ çîâíiøíiì êóòîì 4AOB. Çà âëàñòèâiñòþ çîâíi-



29

øíüîãî êóòà òðèêóòíèêà, ∠AOC = ∠OBA+∠OAB. Àëå ∠OBA = ∠OAB, îñêiëüêè4AOB �
ðiâíîáåäðåíèé (AO = OB), à ∠OBA i ∠OAB � êóòè ïðè îñíîâi AB òðèêóòíèêà AOB. Òîìó
∠AOC = 2∠ABC àáî ∠ABC =

1

2
∠AOC. Àëå ∠AOC âèìiðþ¹òüñÿ äóãîþ AC, îòæå âïèñàíèé

êóò ABC âèìiðþ¹òüñÿ ïîëîâèíîþ äóãè AC.
2) Öåíòð êîëà ëåæèòü âñåðåäèíi âïèñàíîãî êóòà ABC (ðèñ. á). Òîäi, ïðîâiâøè ïðîìiíü

BO, ÿêèé ïðîéäå ìiæ ïðîìåíÿìè BA i BC, îòðèìà¹ìî, ùî ∠ABC = ∠ABD + ∠DBC. Çà
äîâåäåíèì ó ïåðøîìó âèïàäêó, ∠ABD âèìiðþ¹òüñÿ ïîëîâèíîþ äóãè

^

AD, a ∠DBC � ïî-
ëîâèíîþ äóãè

^

DC. Òîìó ∠AB âèìiðþ¹òüñÿ ñóìîþ ïiâäóã
^

AD i
^

DC, òîáòî ïîëîâèíîþ äóãè
^

AC.
3) Öåíòð êîëà ëåæèòü çîâíi âïèñàíîãî êóòà ABC (ðèñ. â). Äëÿ öüîãî âèïàäêó äîâåäåííÿ

ïðîâåäiòü ñàìîñòiéíî.
52. Ôîðìóëà çâ'ÿçêó ãðàäóñíî¨ òà ðàäiàííî¨ ìiðè êóòà. Äîâæèíà êîëà, ðàäióñ ÿêîãî

äîðiâíþ¹ R, îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ C = 2πR. Òîäi äîâæèíà äóãè â 10 äîðiâíþ¹ 2πR

360
=

πR

180
. Òîìó äîâæèíà l äóãè, ÿêà ìiñòèòü α0, âèðàæà¹òüñÿ ôîðìóëîþ l =

πR

180
· α.

Ðàäiàííà ìiðà êóòà � öå âiäíîøåííÿ äîâæèíè âiäïîâiäíî¨ äóãè êîëà äî ðàäióñà êîëà.
Ç ôîðìóëè äëÿ äîâæèíè äóãè êîëà âèïëèâà¹, ùî l

R
=

π

180
· α, òîáòî ðàäiàííó ìiðó êóòà

îòðèìó¹ìî ç ãðàäóñíî¨, ìíîæåííÿì íà π

180
. Îòæå, α. =

π

180
· α..

53. Óçàãàëüíåíà òåîðåìà ñèíóñiâ. Âiäíîøåííÿ äîâæèí ñòîðií äîâiëüíîãî òðèêóòíè-

êà äî ñèíóñiâ âiäïîâiäíèõ ïðîòèëåæíèõ êóòiâ ¹ ñòàëèì i äîðiâíþ¹ äiàìåòðó êîëà, îïèñàíîãî

íàâêîëî öüîãî òðèêóòíèêà:
a

sin α
=

b

sin β
=

c

sin γ
= 2R.

Äëÿ äîâåäåííÿ ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé 4ABC, ó ÿêîãî BC = a, AC = b, AB = c, ∠BAC =

α, ∠ABC = β, ∠ACB = γ. Îïèøåìî íàâêîëî 4ABC êîëî ðàäióñà R. ×åðåç îäíó ç âåðøèí
òðèêóòíèêà, íàïðèêëàä A, ïðîâåäåìî äiàìåòð AC1 îïèñàíîãî êîëà. 4ABC1 � ïðÿìîêóòíèé
(∠ABC1 =

π

2
), òîìó AB = c = 2R sin ∠AC1B. ßêùî ∠C � ãîñòðèé, òî ∠C = ∠C1 (ÿê

âïèñàíi êóòè, ùî îïèðàþòüñÿ íà îäíó i òó æ äóãó êîëà) i sin ∠C1 = sin ∠C = sin γ. ßêùî
æ ∠C � òóïèé, òî êóò ∠C1 ãîñòðèé, îñêiëüêè ∠C + ∠C1 = π. Çâiäñè ∠C1 = π − ∠C. Îòæå,
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sin ∠C1 = sin(π−∠C) = sin ∠C = sin γ. Â îáîõ âèïàäêàõ ìà¹ìî, ùî c = 2R sin γ. ßêùî æ ∠C

� ïðÿìèé, òî c = 2R, sin ∠C = sin
π

2
= 1 i öÿ ðiâíiñòü òàêîæ ìà¹ ìiñöå.

Ïðîâîäÿ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, îòðèìó¹ìî òàêi æ ðiâíîñòi äëÿ äâîõ iíøèõ êóòiâ òðè-
êóòíèêà ABC: a = 2R sin α, b = 2R sin β, çâiäêè ìà¹ìî ïîòðiáíi âiäíîøåííÿ.

54. Òåîðåìà êîñèíóñiâ. Êâàäðàò äîâæèíè ñòîðîíè äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà äîðiâíþ¹

ñóìi êâàäðàòiâ äîâæèí äâîõ iíøèõ éîãî ñòîðií áåç ïîäâî¹íîãî äîáóòêó öèõ ñòîðií íà êîñè-

íóñ êóòà ìiæ íèìè:

a2 = b2 + c2 − 2bc cos α; b2 = a2 + c2 − 2ac cos β; c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ.
Äëÿ äîâåäåííÿ ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé 4ABC, ó ÿêîãî BC = a, AC = b, AB = c, ∠BAC =

α, ∠ABC = β, ∠ACB = γ. Çàñòîñó¹ìî âåêòîðíèé ìåòîä äîâåäåííÿ. Íåõàé ~a =
−−→
BC, ~b =−→

AC, ~c =
−→
AB. Òîäi ~a = ~b − ~c. Ïiäíåñåìî öþ ðiâíiñòü ñêàëÿðíî äî êâàäðàòó. Îòðèìà¹ìî:

~a2 = (~b − ~c)2 = ~b2 + ~c2 − 2(~b,~c) = |~b|2 + |~c|2 − 2|~b| · |~c| cos(
∧

~b,~c), çâiäêè a2 = b2 + c2 − 2bc cos α.
Àíàëîãi÷íî äîâîäÿòüñÿ iíøi ðiâíîñòi (ïðîâåäiòü öi äîâåäåííÿ ñàìîñòiéíî).

55. Îçíàêà ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìî¨ i ïëîùèíè. ßêùî ïðÿìà, ÿêà íå íàëåæèòü ïëî-

ùèíi, ïàðàëåëüíà ÿêié-íåáóäü ïðÿìié ó öié ïëîùèíi, òî âîíà ïàðàëåëüíà i ñàìié ïëîùèíi.

Äëÿ äîâåäåííÿ ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi ïëîùèíó (α) i ïðÿìó (a), ùî íå ëåæèòü â (α). Íåõàé
(a1) � ïðÿìà ó ïëîùèíi (α), ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¨ (a). ×åðåç ïðÿìi (a) i (a1) ìîæíà ïðîâåñòè
ïëîùèíó (α1) (ïîÿñíiòü ÷îìó). Âîíà áóäå âiäìiííà âiä (α), îñêiëüêè ïðÿìà (a) íå íàëåæèòü
ïëîùèíi (α). Ïëîùèíè (α) i (α1) ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìié (a1) (ïîÿñíiòü ÷îìó). ßêáè ïðÿìà
(a) ïåðåòèíàëà ïëîùèíó (α) (òîáòî ÿêáè âîíè íå áóëè ïàðàëåëüíi), òî òî÷êà ïåðåòèíó (a) ç
(α) íàëåæàëà á ïðÿìié (a1). Àëå öå íåìîæëèâî, îñêiëüêè ïðÿìi (a) òà (a1) ïàðàëåëüíi. Îòæå,
ïðÿìà (a) íå ïåðåòèíà¹ ïëîùèíó (α), òîáòî ïàðàëåëüíà äî (α).

56. Îçíàêà ïàðàëåëüíîñòi äâîõ ïëîùèí. ßêùî äâi ïðÿìi, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ i íàëå-

æàòü îäíié ïëîùèíi, âiäïîâiäíî ïàðàëåëüíi äâîì ïðÿìèì, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ i íàëåæàòü

iíøié ïëîùèíi, òî ïëîùèíè ïàðàëåëüíi.

Äiéñíî, íåõàé (α) i (β) � äàíi ïëîùèíè, (a1), (a2) � äâi ïðÿìi ïëîùèí (α), ÿêi ïåðå-
òèíàþòüñÿ ó òî÷öi A, (b1), (b2) � äâi ïðÿìi ó ïëîùèíi (β), ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öi B i
(a1)‖(b1), (a2)‖(b2). Ïëîùèíè (α) i (β) ðiçíi. Äîâåäåìî, ùî âîíè ïàðàëåëüíi. Äîïóñòèìî, ùî
âîíè ïåðåòèíàþòüñÿ ïî äåÿêié ïðÿìié (c). Ïðÿìi (b1) i (b2) íå ïåðåòèíàþòü ïëîùèíó (α) (áî
â (α) ïðÿìi (a1) i (a2) òàêi, ùî (b1)‖(a1), (b2)‖(a2)), îòæå, íå ïåðåòèíàþòü i ïðÿìó (c). Àëå öå
íåìîæëèâî çà àêñiîìîþ ïàðàëåëüíîñòi, îñêiëüêè ïðÿìi (b1) i (b2), ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ i ëåæàòü
â îäíié ïëîùèíi (β), ïàðàëåëüíi äî ïðÿìî¨ (c). Ïðèéøëè äî ñóïåðå÷íîñòi, îòæå, (α) i (β) íå
ïåðåòèíàþòüñÿ, òîáòî ïàðàëåëüíi.

57. Îçíàêà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïðÿìî¨ i ïëîùèíè. ßêùî ïðÿìà, ÿêà ïåðåòèíà¹

ïëîùèíó, ïåðïåíäèêóëÿðíà äî äâîõ ïðÿìèõ öi¹¨ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó ¨õ ïå-

ðåòèíó, òî âîíà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè.

Äëÿ äîâåäåííÿ ðîçãëÿíåìî ïðÿìó (a), ÿêà ïåðåòèíà¹ ïëîùèíó (α) â òî÷öi A i ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà äî ïðÿìèõ (b) i (c), ùî ëåæàòü ó öié ïëîùèíi é ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó A. Äîâåäåìî, ùî
ïðÿìà (a) ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè (α). Äëÿ öüîãî ñëiä äîâåñòè, ùî (a) ïåðïåíäèêóëÿð-
íà äî äîâiëüíî¨ ïðÿìî¨ öi¹¨ ïëîùèíè, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó A. Äëÿ öüîãî ïðîâåäåìî ó ïëîùèíi
(α) ÷åðåç òî÷êó A ïðÿìó (x) i ïîêàæåìî, ùî âîíà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïðÿìî¨ (a). Ïðîâåäåìî
ó ïëîùèíi (α) ïðÿìó, ùî íå ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A i ïåðåòèíà¹ ïðÿìi (b), (c) é (x). Íåõàé
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òî÷êàìè ïåðåòèíó áóäóòü B, C é X âiäïîâiäíî.

Âiäêëàäåìî íà ïðÿìié (a) âiä òî÷êè A ó ðiçíèõ ïiâïðîñòîðàõ âiäíîñíî ïëîùèíè (α) ðiâíi
âiäðiçêè AA1 òà AA2. Òðèêóòíèê A1CA2 ðiâíîáåäðåíèé (áî âiäðiçîê AC ¹ âèñîòîþ çà óìîâîþ
òåîðåìè i ìåäiàíîþ çà ïîáóäîâîþ (AA1 = AA2). Ç òi¹¨ æ ïðè÷èíè4A1BA2 òåæ ðiâíîáåäðåíèé.
Îòæå, 4A1BC = 4A2BC çà òðåòüîþ îçíàêîþ ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ. Ç öi¹¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹
ðiâíiñòü êóòiâ ∠A1BX òà ∠A2BX, à òîìó ìà¹ìî ðiâíiñòü òðèêóòíèêiâ4A1BX òà4A2BX (çà
ïåðøîþ îçíàêîþ ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ). Çâiäñè A1X = A2X, òîìó4A1XA2 � ðiâíîáåäðåíèé.
À îòæå, éîãî ìåäiàíà AX ¹ âèñîòîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî ïðÿìà x ïåðïåíäèêóëÿðíà äî (a).

58. Òåîðåìà ïðî òðè ïåðïåíäèêóëÿðè. Ïðÿìà, ïðîâåäåíà íà ïëîùèíi ÷åðåç îñíîâó

ïîõèëî¨ ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ¨¨ ïðîåêöi¨, ïåðïåíäèêóëÿðíà i äî ñàìî¨ ïîõèëî¨. I íàâïàêè, ÿêùî

ïðÿìà íà ïëîùèíi ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïîõèëî¨, òî âîíà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïðîåêöi¨ ïîõè-

ëî¨.

Äiéñíî, íåõàé AB � ïåðïåíäèêóëÿð äî ïëîùèíè (α), AC � ïîõèëà, (c) � ïðÿìà íà ïëî-
ùèíi (α), ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç îñíîâó C ïîõèëî¨. Ïðîâåäåìî ïðÿìó (CA′), ïåðïåíäèêóëÿðíó
äî ïëîùèíè (α). Âîíà ïàðàëåëüíà äî ïðÿìî¨ (AB) (ïîÿñíiòü ÷îìó). Ïðîâåäåìî ÷åðåç ïðÿìi
(AB) òà (A′C) ïëîùèíó (β). Ïðÿìà (c) ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïðÿìî¨ (A′C). Âîíà òàêîæ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà äî ïðÿìî¨ (CB), òîìó ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè (β), à, îòæå, i äî ïðÿìî¨
(AC).
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Àíàëîãi÷íî, ÿêùî ïðÿìà (c) ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïîõèëî¨ (CA), òî âîíà, ÿê ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà i äî ïðÿìî¨ (CA′), ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè (β), à îòæå, i äî ïðîåêöi¨ ïîõèëî¨
(BC).

59. Ðîçãëÿíåìî ïëîùèíó (α) i ïðÿìó (a), ïåðïåíäèêóëÿðíó äî ïëîùèíè (α). Íåõàé ïðÿìà
(a) ¹ ñïiëüíîþ äëÿ ïëîùèí (β) i (γ). Òîäi çà îçíàêîþ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïëîùèí, (β)⊥(α) òà
(γ)⊥(α). Íåõàé ïðÿìi (b) i (c) � öå ïðÿìi ïåðåòèíó ïëîùèí (β) i (γ) ç ïëîùèíîþ (α), âiäïî-
âiäíî. Îñêiëüêè ïëîùèíè (β) i (γ) ðiçíi, òî ïðÿìi (b) i (c) òàêîæ ðiçíi, àëå âîíè ïðåòèíàþòüñÿ
ó òî÷öi, ÿêà çáiãà¹òüñÿ ç òî÷êîþ ïåðåòèíó ïåðïåíäèêóëÿðà a ç ïëîùèíîþ (α). Íåõàé òåïåð
S � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ (a), ÿêà íå ¹ òî÷êîþ ïëîùèíè (α). Ïðîâåäåìî ÷åðåç òî÷êó S äâi
ðiçíi ïëîùèíè (u) òà (v) òàê, ùîá êîæíà ç íèõ ïåðåòíóëà ïðÿìi (b) i (c), âiäïîâiäíî, ó òî-
÷êàõ A, B òà C, D. Ôiãóðà, SABCD � øóêàíà. Âîíà ¹ ÷îòèðèêóòíîþ ïiðàìiäîþ ç âåðøèíîþ
S i îñíîâîþ ABCD. Ái÷íi ãðàíi SAC i SBD ¹ ïðîòèëåæíèìè. Âîíè ëåæàòü, âiäïîâiäíî, ó
ïëîùèíàõ (β) i (γ), ÿêi ïåðïåíäèêóëÿðíi äî îñíîâè ïiðàìiäè (ïëîùèíè (α)).

60. Ó äåêàðòîâié ðåàëiçàöi¨ ïëàíiìåòðè÷íèõ àêñiîì (I−V , 22) ðóõ âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiâñòàâ-
ëåííÿì òî÷öi (x; y) òî÷êè (x′; y′), äå x′ = x cos θ−εy sin θ+x0, y′ = x sin θ+εy cos θ+y0, θ, x0, y0

� äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà, ε = ±1.
Ðîçãëÿíåìî ïðÿìó (a), çàäàíó ðiâíÿííÿì ax+by+c = 0, a2+b2 6= 0. Âèðàçèìî ó ôîðìóëàõ,

ÿêèìè âèçíà÷à¹òüñÿ ðóõ, x òà y ÷åðåç x′ òà y′: x = x′ cos θ + y′ sin θ − x0 cos θ − y0 sin θ, y =
1

ε
(−x′ sin θ + y′ cos θ + x0 sin θ − y0 cos θ). Òîäi ÿêùî ðóõ ïîçíà÷èòè ñèìâîëîì H, òî H(f) :

(a cos θ − εb sin θ)x′ + (a sin θ + εb cos θ)y′ + (εb sin θ − a cos θ)x0 − (a sin θ + εb cos θ)y0 + c =

0. Äiéñíî, îáðàçîì ïðÿìî¨ (f) ïðè ðóñi H áóäå ïðÿìà H(f): a′x′ + b′y′ + c′ = 0, îñêiëüêè
(a′)2 + (b′)2 = a2 + b2 6= 0.

61. Àêñiîìà a äåÿêî¨ òåîði¨ T ç àêñiîìàòè÷íîþ áóäîâîþ íàçèâà¹òüñÿ íåçàëåæíîþ, ÿêùî
âîíà íå ìîæå áóòè îòðèìàíà ÿê íàñëiäîê iíøèõ àêñiîì òåîði¨ T . Îòæå, ÿêùî ìîæëèâî ïî-
áóäóâàòè ðåàëiçàöiþ ñèñòåìè àêñiîì (I − V ,22) áåç àêñiîìè Äåäåêiíäà òàêó, â ÿêié àêñiîìà
Äåäåêiíäà íå âèêîíó¹òüñÿ, òî àêñiîìà Äåäåêiíäà ó ñèñòåìi (I − V ,22) íåçàëåæíà.

Íåõàé G � ñóêóïíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêà ìiñòèòü óñi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, à òàêîæ óñi ÷èñëà,
ÿêi îòðèìóþòüñÿ ç ðàöiîíàëüíèõ çàñòîñóâàííÿì ó ñêií÷åííié êiëüêîñòi îïåðàöié äîäàâàííÿ,
âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ, äiëåííÿ i äîáóâàííÿ êâàäðàòíîãî êîðåíÿ. ßñíî, ùî ÷èñëàìè ìíîæèíè
G íå âè÷åðïóþòüñÿ óñi äiéñíi ÷èñëà. Áóäó¹ìî äåêàðòîâó ðåàëiçàöiþ ñèñòåìè àêñiîì åâêëiäî-
âî¨ ãåîìåòði¨, îïèðàþ÷èñü ëèøå íà ÷èñëà ìíîæèíè G. Îòæå, òî÷êà öå óïîðÿäêîâàíà ïàðà
(x, y), x ∈ G, y ∈ G, à ïðÿìà � ñóêóïíiñòü òî÷îê, êîîðäèíàòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ
ax+by+c = 0, äå a, b, c ∈ G. Âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó äëÿ òî÷îê ïðÿìî¨, ðóõ âèçíà÷èìî òàê, ÿê öå
çðîáëåíî ïðè äåêàðòîâié ðåàëiçàöi¨ ñèñòåìè àêñiîì Î.Â. Ïîãîð¹ëîâà, êîëè âèêîðèñòîâóâàëàñÿ
ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë. Óñi àêñiîìè çâ'ÿçêó, ïîðÿäêó i ðóõó ó íîâié ðåàëiçàöi¨ áóäóòü âèêî-
íàíèìè. Àêñiîìà Äåäåêiíäà íå âèêîíó¹òüñÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî λ � ÷èñëî, ÿêå íå ìiñòèòüñÿ ó G,
òî ðîçáèâøè ìíîæèíó òî÷îê ïðÿìî¨ y = 0 íà äâà êëàñè: äî ïåðøîãî êëàñó âiäíåñåìî òî÷êè
(x, 0) ïðè x < λ, à äî äðóãîãî êëàñó � òi òî÷êè (x, 0), ó ÿêèõ x > λ, ìà¹ìî ùî êîæåí êëàñ
íå ïîðîæíèé. Êîæíà òî÷êà ïåðøîãî êëàñó ïåðåäó¹ êîæíié òî÷öi äðóãîãî êëàñó. Çà àêñiîìîþ
Äåäåêiíäà íà ïðÿìié y = 0 ìà¹ iñíóâàòè òî÷êà (µ, 0), ÿêà çàäà¹ ðîçðiç Äåäåêiíäà, êîëè µ = λ,
àëå òàêî¨ òî÷êè íà ïðÿìié y = 0 íå iñíó¹ i òîìó àêñiîìà Äåäåêiíäà íå âèêîíó¹òüñÿ.

62. Çãiäíî ñõåìè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i 61 áóäó¹ìî ðåàëiçàöiþ ñèñòåìè àêñiîì (I − V ,22)
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áåç àêñiîìè Åâêëiäà. Íåõàé òî÷êà � öå âíóòðiøíÿ òî÷êà îäèíè÷íîãî êðóãà x2 + y2 < 1, à
ïðÿìà � õîðäà öüîãî êðóãà. Íàëåæíiñòü òî÷êè ïðÿìié òàêà æ, ÿê i ó åâêëiäîâié ãåîìåòði¨.
Ðóõîì íàçâåìî äîâiëüíó êîëiíåàöiþ, ÿêà êîëî x2+y2 = 1 ïåðåâîäèòü ó ñåáå. Ó òàêié ðåàëiçàöi¨
ïëàíiìåòðè÷íi àêñiîìè ñèñòåìè (I − V ,22) âèêîíóþòüñÿ. Àêñiîìà ïàðàëåëüíîñòi î÷åâèäíî íå
âèêîíó¹òüñÿ, îñêiëüêè ÷åðåç "òî÷êó"ïîçà "ïðÿìîþ"â ñåðåäèíi îäèíè÷íîãî êðóãà ïðîõîäèòü
áåçëi÷ "ïðÿìèõ� õîðä öüîãî êðóãà, ÿêi íå ïåðåòèíàþòü äàíó "ïðÿìó". Îïèñàíó ðåàëiçàöiþ
íàçèâàþòü ðåàëiçàöi¹þ Ô.Êëåéíà.

63. Íåõàé ó ÷îòèðèêóòíèêó ABCD äiàãîíàëi AC i BD ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó O. Îòæå,
òî÷êè A, O i C � ðiçíi òî÷êè ïðÿìî¨ AC, à òî÷êè B, O i D � ðiçíi òî÷êè ïðÿìî¨ BD. Ïðÿìi AC

i BD � ðiçíi i ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó O. Çà àêñiîìîþ C3 ñèñòåìè àêñiîì (I − V ,13) iñíó¹ ¹äèíà
ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü ïðÿìi AC i BD. Ñàìå öÿ ïëîùèíà ìiñòèòü óñi âåðøèíè ÷îòèðèêóòíèêà
ABCD.

64. Íåõàé ABCD � ïðîñòîðîâèé ÷îòèðèêóòíèê, à K, L, M i N � ñåðåäèíè, âiäïîâiäíî,
éîãî ñòîðií AB, BC, CD i AD. Òîäi äëÿ 4ABC i 4ADC ñåðåäíi ëiíi¨ KL i MN ïàðàëåëüíi
AC i òîìó KL||MN . Àíàëîãi÷íî äëÿ 4ABD i 4BCD ñåðåäíi ëiíi¨ KN i LM ïàðàëåëüíi BD

i òîìó LM ||KN . Îòæå, ÷îòèðèêóòíèê KLMN � ïàðàëåëîãðàì. Ïëîùèíà ïàðàëåëîãðàìà
ìiñòèòü ó ñîái óñi ñåðåäèíè ñòîðií ïðîñòîðîâîãî ÷îòèðèêóòíèêà ABCD.

65. Ïëîùèíà òðèêóòíèêà ABD çáiãà¹òüñÿ ç ïëîùèíîþ ðîìáà ABCD òà ç ïëîùèíîþ, ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ ïàðàëåëüíèìè ïðÿìèìè (a) i (BD). Ó öié ïëîùèíi (AB)||(CD) i (a)||(BD) çà
óìîâîþ. Àëå æ (AB) ïåðåòèíà¹ (a) ó òî÷öi A, òîäi (CD) ïåðåòèíà¹ (a) ó äåÿêié òî÷öi, îñêiëüêè
(CD)||(AB).

66. Íåõàé (a)−̇(b). ×åðåç äîâiëüíó òî÷êó A ïðÿìî¨ (a) i ïðÿìó (b) ïðîâåäåìî ïëîùèíó
(α). Îñêiëüêè òî÷êà A íå íàëåæèòü ïðÿìié (b), òî ïëîùèíà (α) iñíó¹ i âîíà ¹äèíà. Ó ïëîùèíi
(α) ÷åðåç òî÷êó A ïðîõîäèòü ¹äèíà ïðÿìà (a′) ïàðàëåëüíà (b) çà àêñiîìîþ ïàðàëåëüíîñòi.
Àíàëîãi÷íî, ÷åðåç äîâiëüíó òî÷êó B ïðÿìî¨ (b) ïðîâåäåìî ïëîùèíó (β), ÿêà ìiñòèòü ïðÿìó
(a). Çà àêñiîìîþ ïàðàëåëüíîñòi ó ïëîùèíi (β) iñíó¹ ¹äèíà ïðÿìà (b′), ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó B ïàðàëåëüíî ïðÿìié (a). Ïðÿìi (a) i (a′) ïåðåòèíàþòüñÿ i âèçíà÷àþòü ïëîùèíó (u).
Ïðÿìi (b) i (b′) ïåðåòèíàþòüñÿ i âèçíà÷àþòü ïëîùèíó (v). Ïëîùèíè (u) i (v) ïàðàëåëüíi çà
îçíàêîþ ïàðàëåëüíîñòi ïëîùèí. Ïðè öüîìó (a) ⊂ (u) i (b) ⊂ (v).

67. Äîâåäåííÿ ìîæíà ïðîâåñòè ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî. ßêùî ïðÿìi (AC) i (BD) ëå-
æàëè áè â îäíié ïëîùèíi, òî öié ïëîùèíi íàëåæàëè á i ïðÿìi (AB) i (CD), ùî ñóïåðå÷èòü
óìîâi.

68. Ðîçãëÿíåìî òðàïåöiþ ABCD, AD||BC, AD > BC. Íåõàé S � òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìèõ
(AB) i (DC), ÿêi ìiñòÿòü ái÷íi ñòîðîíè òðàïåöi¨. Òî÷êà B ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè A i S íà
ïðÿìié (AB), à òî÷êà C ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè D i S íà ïðÿìié (DC). Çàñòîñó¹ìî äëÿ 4ACS

òâåðäæåííÿ Ïàøà âiäíîñíî ïðÿìî¨ (DB). Óìîâè òâåðäæåííÿ Ïàøà âèêîíàíi, òîìó âiðíèì
¹ âèñíîâîê öüîãî òâåðäæåííÿ. Àëå ïðÿìà (DB) íå ïåðåòèíà¹ ñòîðîíè CS òðèêóòíèêà ACS.
Òîìó âîíà ïåðåòèíà¹ éîãî ñòîðîíó AC. Îòæå, (DB) i (AC) ïåðåòèíàþòüñÿ.

69. ßêùî K � ñåðåäèíà AB i L � ñåðåäèíà BC òðèêóòíèêà ABC, òî çàñòîñóéòå òâåð-
äæåííÿ Ïàøà äëÿ 4ALB i ïðÿìî¨ (KC).

70. Ó 4ABC áiñåêòðèñà AL ïåðåòèíà¹ ñòîðîíó BC ó òî÷öi L, ÿêà ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè B

i C. Áiñåêòðèñà CK ïåðåòèíà¹ ñòîðîíó AB ó òî÷öi K, ÿêà ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè A i B. Çàñòî-
ñó¹ìî òâåðäæåííÿ Ïàøà äëÿ 4ALB i ïðÿìî¨ CK. (CK) íå ïåðåòèíà¹ BL i òîìó ïåðåòèíà¹
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AL.
71. Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi äîâåäåííÿ, çíàéäåíå Ê.Ô.Ãàóññîì. Ó äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà

ABC ÷åðåç êîæíó éîãî âåðøèíó ó ïëîùèíi öüîãî òðèêóòíèêà ïðîâåäåìî ïðÿìi, ïàðàëåëü-
íi ïðîòèëåæíèì ñòîðîíàì. Óòâîðèòüñÿ íîâèé òðèêóòíèê, ñåðåäèíàìè ñòîðií ÿêîãî áóäóòü
âåðøèíè A, B i C òðèêóòíèêà ABC. Ñåðåäèííi ïåðïåíäèêóëÿðè íîâîãî òðèêóòíèêà ìiñòÿòü
âèñîòè 4ABC i ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öi, ÿêà ¹ öåíòðîì îïèñàíîãî êîëà íàâêîëî íîâîãî òðè-
êóòíèêà.

72. ßêùî S � òî÷êà ïåðåòèíó ái÷íèõ ñòîðií òðàïåöi¨ ABCD, AD||BC, AD > BC, òî
òî÷êà O � ïåðåòèíó äiàãîíàëåé òðàïåöi¨ i S � ðiçíi òî÷êè, îñêiëüêè âîíè íàëåæàòü ðiçíèì
ïiâïëîùèíàì ïëîùèíè òðàïåöi¨ ABCD âiäíîñíî ïðÿìî¨ BC. Çà ïåðøèìè äâîìà àêñiîìàìè
çâ'ÿçêó iñíó¹ ¹äèíà ïðÿìà SO, ÿêà ïåðåòèíà¹ íèæíþ i âåðõíþ îñíîâè òðàïåöi¨, âiäïîâiäíî,
ó òî÷êàõ L i K. Äîâåäåìî, ùî L i K � ñåðåäèíè îñíîâ òðàïåöi¨. Ç ïîäiáíîñòi 4KOC òà
4LOA ìà¹ìî KC

AL
=

KO

OL
. Ç ïîäiáíîñòi òðèêóòíèêiâ KOB òà LOD ìà¹ìî BK

LD
=

KO

OL
. Îòæå,

KC

BK
=

AL

LD
. Ç ïîäiáíîñòi 4SKC i 4LSD ìà¹ìî KC

LD
=

KS

LS
, à ç ïîäiáíîñòi 4BSK i 4ASL �

BK

AL
=

KS

LS
. Òîìó KC

LD
=

BK

AL
àáî KC

BK
=

LD

AL
. Îòæå, AL

LD
=

LD

AL
i òîìó AL = LD i BK = KC.

Ïðÿìà SO çáiãà¹òüñÿ ç ïðÿìîþ KL.
73. Äîïóñòèìî, ùî iñíó¹ òðàïåöiÿ ABCD, AD||BC, AD > BC òàêà, ùî òî÷êà O ïåðåòèíó

äiàãîíàëåé íàëåæèòü ñåðåäíié ëiíi¨ òðàïåöi¨. Òðèêóòíèêè AOD i BOC ìàþòü ðiâíi âèñîòè,
ÿêi ïðîâåäåíi ç âåðøèíè O äî ¨õ îñíîâ, i âîíè ïîäiáíi. Çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü AD = BC,
ÿêà ñïðîñòîâó¹ äîïóùåííÿ.

74. Ñóìè äîâæèí ïðîòèëåæíèõ ñòîðií ÷îòèðèêóòíèêà, îïèñàíîãî íàâêîëî êîëà, ðiâíi.
Ñïðàâäi, âiäðiçêè äîòè÷íèõ, ïðîâåäåíèõ ç êîæíî¨ âåðøèíè îïèñàíîãî ÷îòèðèêóòíèêà äî êîëà,
ðiâíi i òîìó ñóìè äîâæèí ïðîòèëåæíèõ ñòîðií îïèñàíîãî ÷îòèðèêóòíèêà ðiâíi.

75. Äëÿ òîãî, ùîá îïóêëèé ÷îòèðèêóòíèê ìîæíà áóëî âïèñàòè ó êîëî, íåîáõiäíî i äîñèòü,
ùîá ñóìà éîãî ïðîòèëåæíèõ êóòiâ äîðiâíþâàëà 180◦.

ßêùî ABCD ÷îòèðèêóòíèê, âïèñàíèé ó êîëî, òî A, B, C i D � òî÷êè öüîãî êîëà, à ∠BAD

i ∠BCD � âïèñàíi êóòè ç âåðøèíàìè A i C íà öüîìó êîëi. Îòæå, ∠BAD =
1

2

^

BCD i ∠BCD =

1

2

^

DAB. Òîìó ∠BAD + ∠BCD =
1

2
C, äå C � äîâæèíà êîëà. Îòæå, ∠BAD + ∠BCD = 180◦.

ßêùî æ ó ÷îòèðèêóòíèêó ABCD ñóìà ïðîòèëåæíèõ êóòiâ ∠BAD + ∠BCD = 180◦, òî i
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ñóìà iíøî¨ ïàðè ïðîòèëåæíèõ êóòiâ ∠ABC + ∠ADC = 180◦. Îñêiëüêè æîäíi òðè âåðøèíè
îïóêëîãî ÷îòèðèêóòíèêà íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié, òî iñíó¹ êîëî K � îïèñàíå íàâêîëî
4ABC. Äîâåäåìî, ùî ÷åòâåðòà âåðøèíà D íàëåæèòü êîëó K. Íåõàé D � âíóòðiøíÿ òî÷êà
êðóãà, îáìåæåíîãî êîëîì K. Òîäi ∠ABC =

1

2

^

AC1A1C i ∠ADC =
1

2
(

^

ABC +
^

C1A1). Òîìó

∠ABC + ∠ADC =
1

2
(

^

AC1A1C +
^

ABC +
^

C1A1) > 180◦, ùî ñóïåðå÷èòü äîïóùåííþ. Íåõàé D

� çîâíiøíÿ òî÷êà êðóãà, îáìåæåíîãî êîëîì K. Òîäi ∠ABC + ∠ADC < 180◦, áî ∠ABC =
1

2

^

AA1C1C, ∠AOC =
1

2
(

^

ABC −
^

A1C1), ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi.
76.Ïëîùèíà Ëîáà÷åâñüêîãî â iíòåðïðåòàöi¨ Ô.Êëåéíà � öå âíóòðiøíiñòü êðóãà x2+y2 < 1.

Áóäó¹ìî ïàðàëåëüíi ïðÿìi AB i CB i ïåðåòèíà¹ìî ¨õ ïðÿìèìè KL i MN . Ôiãóðà XY ZU �
øóêàíà.

77. Íà êðóçi Êëåéíà òî÷êè ïåðåòèíó äâîõ ïàð ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ AB i CB òà ED i FD

¹ âåðøèíàìè ïàðàëåëîãðàìà. Òî÷êè A, B, C,D,E, F � ðiçíi òî÷êè êîëà x2 + y2 = 1.
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78. Â iíòåðïðåòàöi¨ Ïóàíêàðå ïðÿìà � öå ïiâêîëî ç öåíòðîì íà âiñi OY ó âåðõíié ïiâ-
ïëîùèíi (Y OZ). Òî÷êè âiñi OY íå íàëåæàòü ïëîùèíi Ëîáà÷åâñüêîãî â öié iíòåðïðåòàöi¨.
Ïðÿìèìè òàêîæ ââàæàþòüñÿ ïðîìåíi ç âåðøèíàìè íà âiñi OY , ÿêi ïåðïåíäèêóëÿðíi äî âiñi
OY . Ïàðàëåëüíi ïðÿìi � öå êîëà, ÿêi äîòèêàþòüñÿ ó òî÷öi íà âiñi OY . Îòæå, òðàïåöiÿ � öå
÷îòèðèêóòíèê, âåðøèíàìè ÿêîãî ¹ òî÷êè ïåðåòèíó íí ïàðàëåëüíèõ ìiæ ñîáîþ äâîõ ðiçíèõ
êië ç ïàðîþ êië, ÿêi ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó äîòèêó íà âiñi OY . Ïàðàëåëîãðàì � öå ÷îòèðèêó-
òíèê, âåðøèíàìè ÿêîãî ¹ òî÷êè ïåðåòèíó îäíi¹¨ ïàðè êië, ùî äîòèêàþòüñÿ ó òî÷öi íà âiñi OY

ç iíøîþ ïàðîþ êië, ùî äîòèêàþòüñÿ ó iíøié òî÷öi íà âiñi OY . Òðèêóòíèê � ôiãóðà, óòâîðåíà
âiäðiçêàìè òðüîõ êië ç öåíòðàìè íà âiñi OY .

79. ßêùî íà ïëîùèíi Ëîáà÷åâñüêîãî iñíóâàëà á ïðÿìîêóòíà òðàïåöiÿ, òî ïàðàëåëüíi ïðÿ-
ìi ìàëè á ñïiëüíèé ïåðïåíäèêóëÿð. Ñïiëüíèì ïåðïåíäèêóëÿðîì íà ïëîùèíi Ëîáà÷åâñüêîãî
âîëîäiþòü ëèøå ìèìîáiæíi ïðÿìi.

80. Íåõàé u, v � äâi òî÷êè âåðõíüî¨ ïiâïëîùèíè ìîäåëi Ïóàíêàðå. Íååâêëiäîâà ïðÿìà, ÿêà
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè u i v, îðòîãîíàëüíà âiñi (x). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç s i t òî÷êè, â ÿêèõ öÿ
ïðÿìà (ïiâêîëî) îïèðà¹òüñÿ íà âiñü (x). Ñàìi òî÷êè s i t íå ¹ òî÷êàìè ïëîùèíè Ëîáà÷åâñüêîãî.
Ñêëàäíå âiäíîøåííÿ òî÷îê (uvst) � ÷èñëî äiéñíå i äîäàòíå. Òîäi çà ìiðó âiäðiçêà uv ïëîùèíè
Ëîáà÷åâñüêîãî îáèðàþòü ÷èñëî ρ(u, v) = R| ln(uvst)|, äå R � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà.

81. Â iíòåðïðåòàöi¨ Ô.Êëåéíà ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåíèé ç òî÷êè A íà ïðÿìó (a), íàëåæèòü
ïðÿìié, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A, i ïîëþñ ïðÿìî¨ (a). ßêùî òî÷êà A çáiãà¹òüñÿ ç öåíòðîì
êðóãà Êëåéíà, òî ïåðïåíäèêóëÿðíiñòü çà Ëîáà÷åâñüêèì çáiãà¹òüñÿ ç ïåðïåíäèêóëÿðíiñòþ çà
Åâêëiäîì.

82. ßêùî ðàäióñ êðóãà Êëåéíà ââàæàòè ðiâíèì 1, òî π(x) = 2 arctg e−x. Îòæå, π

3
=

2 arctg e−x i òîìó x = ln
√

3.
83. Ïîâåðõíÿ ó ïðîñòîði äîïóñêà¹ åëåìåíòàðíó ãåîìåòðiþ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé ðóõ ó ïðîñòî-

ði, ÿêèé äîâiëüíó òî÷êó ç âêàçàíèì ó íié íàïðÿìêîì ïîâåðõíi ïåðåâîäèòü ó äîâiëüíó òî÷êó
öi¹¨ æ ïîâåðõíi ç âêàçàíèì ó íié íàïðÿìêîì. Åëåìåíòàðíà ãåîìåòðiÿ åêâiäiñòàíòíî¨ ïîâåðõ-
íi ¹ ãåîìåòði¹þ Ëîáà÷åâñüêîãî, îñêiëüêè ÷åðåç äîâiëüíó òî÷êó åêâiäiñòàíòíî¨ ïîâåðõíi ïîçà
åêâiäiñòàíòîþ ïðîõîäèòü íå ìåíøå äâîõ åêâiäiñòàíò, ÿêi íå ïåðåòèíàþòü çàäàíó åêâiäiñòàíòó.

84. Ó ðåàëiçàöi¨ Áåëüòðàìi åëåìåíòàðíà ãåîìåòðiÿ îðiñôåðè ¹ ãåîìåòði¹þ Åâêëiäà, îñêiëü-
êè ñïðàâåäëèâîþ ¹ àêñiîìà Åâêëiäà äëÿ òî÷îê i îðiöèêëiâ � ïðÿìèõ ëiíié.

85. Ðîçãëÿíåìî ïðÿìó (a) i ïëîùèíó (α). Çà àêñiîìîþ I4 ñèñòåìè àêñiîì (I − III,15)
ïðîåêòèâíî¨ ãåîìåòði¨ ó ïëîùèíi (α) iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà òî÷êà A. ßêùî òî÷êà A íàëåæèòü
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ïðÿìié (a), òî òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. Íåõàé òî÷êà A íå íàëåæèòü ïðÿìié (a). Òîäi iñíó¹ ¹äèíà
ïëîùèíà (β), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó A i ïðÿìó (a). Öÿ ïëîùèíà (β) ìà¹ ç ïëîùèíîþ (α) ñïiëüíó
òî÷êó A. Çà àêñiîìîþ I7 ïëîùèíè (α) i (β) ìàþòü ñïiëüíó ïðÿìó (b). Îòæå, ó ïëîùèíi (β)

ìiñòèòüñÿ i ïðÿìà (a) i ïðÿìà (b). Çà àêñiîìîþ I9 öi ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ. Òîìó ïðÿìà (a) i
ïëîùèíà (α) ïåðåòèíàþòüñÿ.

86. ßêùî A, B, C i D � òî÷êè äåÿêî¨ ïðÿìî¨, òî îáðàâøè öþ ïðÿìó çà êîîðäèíàòíó âiñü
(x) ìà¹ìî, ùî A(xA), B(xB), C(xC), D(xD). Ôîðìóëîþ x′ =

ax + b

cx + d
,

∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣ 6= 0 çàäàìî
ïðîåêòèâíå ïåðåòâîðåííÿ ïðÿìî¨. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A′, B′, C ′ i D′ � îáðàçè òî÷îê A, B, C i
D ïðè âêàçàíîìó ïðîåêòèâíîìó ïåðåòâîðåííi. Òîäi

(A′B′C ′D′) =
x

′
C − x

′
A

x
′
C − x

′
B

:
x

′
D − x

′
A

x
′
D − x

′
B

=

=

axC + b

cxC + d
− axA + b

cxA + d
axC + b

cxC + d
− axB + b

cxB + d

:

axD + b

cxD + d
− axA + b

cxA + d
axD + b

cxD + d
− axB + b

cxB + d

=

=
(cxB + d)(xA − xC)

(cxA + d)(xB − xC)
:
(cxB + d)(xA − xD)

(cxA + d)(xB − xD)

=
xA − xC

xB − xC

:
xA − xD

xB − xD

= (ABCD).

87. ßêùî òðèâåðøèííèêè ABC i A′B′C ′ ìàþòü âiñü ïåðñïåêòèâè, òî âîíè ìàþòü öåíòð
ïåðñïåêòèâè. Íàâïàêè, ÿêùî òðèâåðøèííèêè ìàþòü öåíòð ïåðñïåêòèâè, òî âîíè ìàþòü âiñü
ïåðñïåêòèâè. Ä.Ãiëüáåðò äîâiâ, ùî òåîðåìà Äåçàðãà íå ìîæå áóòè äîâåäåíà ëèøå íà îñíîâi
ïëîñêèõ àêñiîì çâ'ÿçêó. Äëÿ ïîáóäîâè ïðîåêòèâíî¨ ïëàíiìåòði¨ íåîáõiäíî äî àêñiîì çâ'ÿçêó
I1-I9 ÿê àêñiîìó ïðè¹äíàòè òâåðäæåííÿ Äåçàðãà.

88. Ñóòü ïðèíöèïó äâî¨ñòîñòi ïðîåêòèâíî¨ ïëàíiìåòði¨: ÿêùî âiðíå òâåðäæåííÿ A äëÿ òî-
÷îê i ïðÿìèõ, âèðàæåíå ó òåðìiíàõ iíöèäåíòíîñòi i ïîðÿäêó, òî âiðíå òâåðäæåííÿ A′, ÿêå
îòðèìó¹òüñÿ ç òâåðäæåííÿ A çàìiíîþ â íüîìó ñëiâ "òî÷êà� "ïðÿìà", "ïðÿìà� "òî÷êà". Äâî-
¨ñòèì òâåðäæåííÿì äî àêñiîìè I2 ¹ òâåðäæåííÿ àêñiîìè I9.

89. Ðåàëiçàöiÿ ïëîñêèõ àêñiîì ïðîåêòèâíî¨ ãåîìåòði¨: òî÷êà � öå äîâiëüíà òðiéêà äiéñíèõ
÷èñåë (x1; x2; x3), ÿêi íå ðiâíi îäíî÷àñíî íóëåâi; ïðÿìà � öå ñóêóïíiñòü òî÷îê, êîîðäèíàòè
ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0, äå |a1|+ |a2|+ |a3| 6= 0. Òî÷êà íàëåæèòü
ïðÿìié, ÿêùî ¨¨ êîîðäèíàòè çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ ïðÿìî¨. ×èòà÷ ñàìîñòiéíî ëåãêî ïåðå-
âiðèòü, ùî âèêîíóþòüñÿ óñi àêñiîìè çâ'ÿçêó ïðîåêòèâíî¨ ïëàíiìåòði¨, à òàêîæ ó öié ðåàëiçàöi¨
âèêîíó¹òüñÿ àêñiîìà Äåçàðãà. Íàçâåìî ïðÿìó x3 = 0 íåñêií÷åííî âiääàëåíîþ ïðÿìîþ, à ¨¨
òî÷êè íàçâåìî íåñêií÷åííî âiääàëåíèìè. ßêùî òî÷êè A, B i C íå íåñêií÷åííî âiääàëåíi, òî
ïîðÿäîê i íà ïðÿìié îçíà÷à¹òüñÿ ñëiäóâàííÿì â îäíîìó íàïðÿìêó, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç
òðüîõ óìîâ A < B < C, àáî B < C < A, àáî C < A < B. Öi òî÷êè ñëiäóþòü íà ïðÿìié
ó ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ A > B > C, àáî B > C > A,
àáî C > A > B. ßêùî Ω � íåñêií÷åííî âiääàëåíà òî÷êà ïðÿìî¨, íà ÿêié çàäàíî òî÷êè A i
B. Òî÷êè ABΩ ñëiäóþòü ó ïåðøîìó çãàäàíîìó íàïðÿìêó, ÿêùî A < B òà ó ïðîòèëåæíîìó
äî íüîãî íàïðÿìêó, ÿêùî B < A. Òðiéêà AΩC ñëiäó¹ ó ïåðøîìó íàïðÿìêó, ÿêùî A > C òà
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ó ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó, ÿêùî A < C. Òðiéêà ΩBC ñëiäó¹ ó ïåðøîìó íàïðÿìêó, ÿêùî
B < C òà ó ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó, ÿêùî B > C. Ñëiäóâàííÿ òî÷îê íà ïðÿìié x3 = 0

âèçíà÷à¹òüñÿ ïðîåêòóâàííÿì öèõ òî÷îê íà "ñêií÷åííó"ïðÿìó, äå âæå îçíà÷åíî ïîðÿäîê ñëi-
äóâàííÿ ¨¨ òðiéîê òî÷îê. Àêñiîìè ïîðÿäêó ïðîåêòèâíî¨ ïëàíiìåòði¨ òà àêñiîìà íåïåðåðâíîñòi
âèêîíóþòüñÿ â ñèëó iñòèííîñòi ïåâíèõ òåîðåì àðèôìåòèêè äiéñíèõ ÷èñåë.

90. Íà ïðÿìié (AB) áóäó¹ìî ÷îòèðèâåðøèííèê PQRS òàê, ùîá òî÷êè A i B áóëè äiàãî-
íàëüíèìè òî÷êàìè ÷îòèðèâåðøèííèêà, à òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìî¨ (PR) ç ïðÿìîþ (AB) áóëà
íåñêií÷åííî âiääàëåíîþ. Òîäi òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìî¨ (QS) ç ïðÿìîþ (AB) áóäå ñåðåäèíîþ
âiäðiçêà AB.

91. Ðîçãëÿíåìî ïëîùèíó Ëîáà÷åâñüêîãî â iíòåðïðåòàöi¨ Ô.Êëåéíà. Ïðÿìi (a) i (b) � ðîçái-
æíi (òîìó ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öi A çîâíi êðóãà Êëåéíà). Ñïiëüíèì ïåðïåíäèêóëÿðîì ïðÿìèõ
(a) i (b) áóäå ïðÿìà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïîëþñè äëÿ ïîëÿð-ïðÿìî¨ (a) i ïðÿìî¨ (b). Öÿ ïðÿìà ¹
ïîëÿðîþ òî÷êè A. Îñêiëüêè òî÷êà A çîâíiøíà äëÿ êðóãà Êëåéíà, òî ñïiëüíèé ïåðïåíäèêóëÿð
ìà¹ ñïiëüíi òî÷êè ç êðóãîì Êëåéíà.

92. ßêùî h i l � äâà ïðîìåíi iç ñïiëüíîþ âåðøèíîþ íà ïëîùèíi Ëîáà÷åâñüêîãî, à α i β �
ïðîìåíi äîòè÷íèõ äî êîëà Êëåéíà ó òî÷êàõ, â ÿêèõ äîïîâíÿëüíi ïðîìåíi h̄ i l̄ ïåðåòèíàþòü
êîëî Êëåéíà, òî ìiðà êóòà (h, l) � öå ÷èñëî θ(h, l) = k| ln(hlαβ)|. θ(h, l) =

π

2
, ÿêùî k =

1

2
.

(hlαβ) � ñêëàäíå âiäíîøåííÿ óïîðÿäêîâàíî¨ ÷åòâiðêè ïðîìåíiâ.
93. ßêùî α, β i γ � òðè ðiçíi ïëîùèíè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòîðó, òî çà àêñiîìîþ I3 ñèñòåìè

àêñiîì (I − III, 15) íà êîæíié ç ïëîùèí iñíó¹ ïðèíàéìíi ïî îäíié òî÷öi. Íåõàé òî÷êà A

íàëåæèòü ïëîùèíi α, B � β i C � γ. ßêùî òî÷êè A, B i C çáiãàþòüñÿ, òî òâåðäæåííÿ
äîâåäåíî. Íåõàé òî÷êà A íå çáiãà¹òüñÿ ç òî÷êîþ B. Òîäi iñíó¹ ïðÿìà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êè A i B. ßêùî òî÷êà C íàëåæèòü ïðÿìié AB, òî äåÿêà ïëîùèíà δ, ÿêà ìiñòèòü ó ñîái
ïðÿìó AB, ïåðåòèíà¹ ïëîùèíó (α) ïî ïðÿìié AB, ïëîùèíó β � ïî ïðÿìié AB, ïëîùèíó γ

� ïî ïðÿìié AB. Îòæå, ïëîùèíè α, β i γ ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìié AB. ßêùî æ òî÷êà C

íå íàëåæèòü ïðÿìié AB, òî òî÷êè A, B i C ïîïàðíî ðiçíi i íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié. Òîäi
çà ïëîùèíó δ îáèðà¹ìî ïëîùèíó ABC. Ïðÿìi ïåðåòèíó ïëîùèíè ABC ç ïëîùèíàìè α, β i γ

ëåæàòü ó ïëîùèíi ABC i òîìó çà àêñiîìîþ I9 ïîïàðíî ïåðåòèíàþòüñÿ. Êîæíà ñïiëüíà òî÷êà
äîâiëüíî¨ ïàðè öèõ ïðÿìèõ ¹ ñïiëüíîþ òî÷êîþ ïëîùèí α, β i γ.

94. Ó ñõåìi Ô.Êëåéíà äëÿ ïðÿìî¨ (a) áóäó¹ìî ïîëþñ B. Ïðÿìà AB � ïåðïåíäèêóëÿð,
îïóùåíèé ç òî÷êè A íà ïðÿìó (a), îñêiëüêè ïîëþñ � òî÷êà B � áóäå çîâíiøíîþ òî÷êîþ äëÿ
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êðóãà Êëåéíà.

95. Çàëåæíiñòü α = π(x), ÿêà ¹ ôóíêöi¹þ Ëîáà÷åâñüêîãî, ùî âèðàæà¹ êóòîâi âåëè÷èíè
÷åðåç ëiíiéíi ðîçìiðè ôiãóð ïëîùèíè Ëîáà÷åâñüêîãî, çâîäèòü ïîäiáíi ôiãóðè äî ¨õ ðiâíîñòi.

96. Òðàíçèòèâíiñòü âiäíîøåííÿ ïàðàëåëüíîñòi äëÿ ïðÿìèõ ïëîùèíè Ëîáà÷åâñüêîãî î÷å-
âèäíà, ðîçãëÿäàþ÷è òðiéêó ïîïàðíî ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ a, b i c ó êðóçi Êëåéíà.

Ïðÿìà a ïàðàëåëüíà ïðÿìié b, ÿêùî âîíè ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öi A íà àáñîëþòi (íà êîëi
Êëåéíà). Ïðÿìà b ïàðàëåëüíà ïðÿìié c, ÿêùî ó íèõ ñïiëüíà òî÷êà A íà àáñîëþòi. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî ïðÿìà a i ïðÿìà c òàêîæ ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öi A íà àáñîëþòi. Òîáòî ïðÿìà a

áóäå ïàðàëåëüíîþ ïðÿìié c.
97. ßêùî ïðÿìà a ïàðàëåëüíà ïðÿìié b íà ïëîùèíi Ëîáà÷åâñüêîãî, òî ó êðóçi Êëåéíà

"õîðäà"a ìà¹ ç "õîðäîþ"b ñïiëüíó òî÷êó A íà êîëi Êëåéíà. Îòæå, ïðÿìà b ìàþ÷è ñïiëüíó
"íåâëàñíó"òî÷êó A ç ïðÿìîþ a, ïàðàëåëüíà ïðÿìié a.

98. ßêùî âiðíå òâåðäæåííÿ A äëÿ òî÷îê i ïëîùèí, âèðàæåíå â òåðìiíàõ iíöèäåíòíîñòi
òà ïîðÿäêó, òî âiðíå òâåðäæåííÿ A′, ÿêå îòðèìó¹òüñÿ ç òâåðäæåííÿ A çàìiíîþ ñëiâ "òî÷êà�
"ïëîùèíà", "ïëîùèíà� "òî÷êà". Òåðìií "ïðÿìà"çàëèøà¹òüñÿ áåç çìiíè.

99. Îñêiëüêè òî÷êè ïëîùèíè Ðiìàíà � öå îòîòîæíåíi äiàìåòðàëüíî ïðîòèëåæíi òî÷êè
ñôåðè, à ïðÿìi � öå êîëà âåëèêèõ êðóãiâ ñôåðè, òî ïðÿìà ïëîùèíè Ðiìàíà íå ðîçáèâà¹ ¨¨ íà
äâi ÷àñòèíè.
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100. Àêñiîìè ñòåðåîìåòði¨ íàâ÷àëüíîãî ïîñiáíèêà "Ãåîìåòðiÿ"çà ðåäàêöi¹þ
Î.Â.Ïîãîð¹ëîâà ñôîðìóëüîâàíi ó ðîçäiëi 3 "Ñèñòåìè àêñiîì ãåîìåòði¨". Ñôîðìóëþ¹ìî
äåÿêi íàñëiäêè àêñiîì ñòåðåîìåòði¨. 1. ×åðåç ïðÿìó i òî÷êó, ÿêà íå ëåæèòü íà íié, ìîæíà
ïðîâåñòè ïëîùèíó i äî òîãî æ òiëüêè îäíó. 2. ßêùî äâi òî÷êè ïðÿìî¨ íàëåæàòü ïëîùèíi, òî
âñÿ ïðÿìà íàëåæèòü öié ïëîùèíi. 3. Íåõàé A, B, C � òðè äàíi òî÷êè, ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié
ïðÿìié. Ïðîâåäåìî ïðÿìi (AB) é (AC). Âîíè ðiçíi, áî òî÷êè A, B, C íå ëåæàòü íà îäíié
ïðÿìié. Çà àêñiîìîþ C3 ÷åðåç ïðÿìi (AB) i (AC) ìîæíà ïðîâåñòè ïëîùèíó (α). Öÿ ïëîùèíà
ìiñòèòü òî÷êè A, B, C. Äîâåäåìî, ùî ïëîùèíà (α) ¹äèíà. Äiéñíî, ïëîùèíà, ÿêà ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êè A, B, C ìiñòèòü ïðÿìi (AB) i (AC). Öi ïðÿìi ðiçíi i ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó A.
Òîìó çà àêñiîìîþ C3 öÿ ïëîùèíà ¹äèíà.

101. Îñêiëüêè ïðÿìà (AB) ïåðåòèíà¹ âiäðiçîê CD, òî òî÷êè C i D ëåæàòü ó ðiçíèõ
ïiâïëîùèíàõ, íà ÿêi ïðÿìà (AB) ðîçáèâà¹ äàíó ïëîùèíó. Íåõàé M � òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìî¨
(AB) ç âiäðiçêîì CD. Òîäi òî÷êà M ëåæèòü ìiæ òî÷êàìè C i D. Òî÷êà M íàëåæèòü ïðÿìié
(AB) i ïðÿìié (CD), îñêiëüêè âîíà íàëåæèòü âiäðiçêó CD ïðÿìî¨ (CD). Çà óìîâîþ, ïðÿìà
(CD) ïåðåòèíà¹ âiäðiçîê AB, òîìó òî÷êè A i B çíàõîäÿòüñÿ ó ðiçíèõ ïiâïëîùèíàõ äàíî¨
ïëîùèíè âiäíîñíî ïðÿìî¨ (CD). Îòæå, òî÷êa M ¹ ñïiëüíîþ òî÷êîþ âiäðiçêiâ AB i CD. Iíøèõ
ñïiëüíèõ òî÷îê öi âiäðiçêè íå ìàþòü, iíàêøå âîíè áóëè á âiäðiçêàìè îäíi¹¨ ïðÿìî¨ i òîäi òî÷êè
A, B, C i D íàëåæàëè á îäíié ïðÿìié.

102. Çàñòîñóéòå òâåðäæåííÿ Ïàøà äëÿ òðèêóòíèêà AA1C òà ïðÿìî¨ (BB1).
103. Äîïóñòèìî, ùî ïðÿìà (BD) ïåðåòèíà¹ ïðÿìó AC. Òîäi àáî òî÷êà B çáiãà¹òüñÿ ç

òî÷êîþ E, ùî íåìîæëèâî, àáî ïðÿìà BD ïåðåòèíà¹ âiäðiçîê AE àáî âiäðiçîê CE. Öå òåæ
íåìîæëèâî, áî ó ïåðøîìó âèïàäêó öå îçíà÷à¹, ùî B ìiæ A i E íà ïðÿìié (AB), à ó äðóãîìó,
ùî òî÷êà D ëåæèòü ìiæ C i E íà ïðÿìié (CD). Çà óìîâîþ E ëåæèòü ìiæ A i B i òî÷êà E

ëåæèòü ìiæ C i D.
104. Íåõàé (h, k) � êóò, ñòîðîíàìè ÿêîãî ¹ ïðîìåíi h i k ìà¹ âåëè÷èíó 2α, à (h̄, k̄) �

âåðòèêàëüíèé éîìó êóò, ñòîðîíàìè ÿêîãî ¹ äîïîâíÿëüíi ïðîìåíi h̄ i k̄. ßêùî ïðîìiíü l ¹
áiñåêòðèñîþ êóòà (h, k), òî (h, l) = (l, k) = α i (h̄, m̄) = (m̄, k̄) = α, äå m̄ � áiñåêòðèñà
âåðòèêàëüíîãî êóòà (h̄, k̄). Âåëè÷èíà ñïiëüíîãî ñóìiæíîãî êóòà (h, k̄) äîðiâíþ¹ 1800 − 2α.
Òîäi âåëè÷èíà êóòà (l, m̄) äîðiâíþ¹ α + 1800 − 2α + α = 1800. Îòæå, m̄ = l̄ � öåé ïðîìiíü ¹
äîïîâíÿëüíèì äëÿ áiñåêòðèñè l. Áiñåêòðèñè l i l̄ ¹ âçà¹ìíî äîïîâíÿëüíèìè ïðîìåíÿìè îäíi¹¨
ïðÿìî¨.

105. Âèáðàâøè äîâiëüíi òî÷êè M i N íà ñòîðîíàõ êóòà òàê, ùîá A i M íàëåæàëè îäíié
ñòîðîíi êóòà, à B i N � iíøié ñòîðîíi êóòà, çàñòîñóéòå òâåðäæåííÿ Ïàøà äëÿ 4BMN i
ïðîìåíÿ, ÿêèé âèõîäèòü ç âåðøèíè êóòà.

106. Íåõàé ðiâíi êóòè 4ABC ïðèëåãëi äî ñòîðîíè AC. Áiñåêòðèñà BK ¹ âèñîòîþ 4ABC,
îñêiëüêè ∠AKB = ∠CKB i âîíè ñóìiæíi. 4AKB = 4CKB çà ñòîðîíîþ BK (ñïiëüíîþ) i
ðiâíèìè ïðèëåãëèìè äî íå¨ êóòàìè. Ó ðiâíèõ òðèêóòíèêiâ ïðîòè ðiâíèõ ïðÿìèõ êóòiâ ëåæàòü
ðiâíi ñòîðîíè. Òîìó AB = CB i 4ABC � ðiâíîáåäðåíèé.

107. Ó ðiâíîáåäðåíîìó 4ABC ç îñíîâîþ AB áiñåêòðèñè AL i BK ðiâíi ÿê ñòîðîíè ó
ðiâíèõ òðèêóòíèêiâ ABL i BAK, ùî ëåæàòü ïðîòè ðiâíèõ êóòiâ ç âåðøèíàìè A i B.4ABL =

4BAK çà ñïiëüíîþ ñòîðîíîþ i ðiâíèìè ïðèëåãëèìè êóòàìè.
108. Íåõàé ó òðèêóòíèêiâ ABC i A1B1C1: ∠BAC = ∠B1A1C1, áiñåêòðèñè AK i A1K1 �

ðiâíi i AC = A1C1. Òîäi 4AKC = 4A1K1C1 çà äâîìà ñòîðîíàìè i êóòîì ìiæ íèìè. Îòæå,
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∠BCA = ∠B1C1A1. Òîäi 4ABC = 4A1B1C1 çà ñïiëüíîþ ñòîðîíîþ AC = A1C1 i ïðèëåãëèìè
äî íå¨ êóòàìè.

109. Ðîçãëÿíåìî 4ABC i 4A1B1C1. ßêùî K � ñåðåäèíà AC, K1 � ñåðåäèíà A1C1, òî
4ABK = 4A1B1K1 çà òðüîìà ñòîðîíàìè. Òîäi ∠BAK = ∠B1A1K1 i 4ABC = 4A1B1C1 çà
äâîìà ñòîðîíàìè i êóòîì ìiæ íèìè.

110. Ðîçãëÿíåìî 4ABC i 4A1B1C1. ßêùî K � ñåðåäèíà BC i K1 � ñåðåäèíà B1C1, òî
çà óìîâîþ AK = A1K1.

Ïðîäîâæèìî âiäðiçîê AK íà KD (KD = AK) i âiäðiçîê A1K1 íà K1D1 (K1D1 = A1K1)
i ç'¹äíà¹ìî òî÷êè D ç C òà D1 ç C1. 4ABK = 4CDK i 4A1B1K1 = 4C1D1K1. Íåõàé
∠BAK = β, ∠KAC = α. Òîäi çà óìîâîþ ∠B1A1K1 = β, ∠K1A1C1 = α.

Îñêiëüêè 4ABK = 4CDK, òî ∠ABC = ∠DCK. Îñêiëüêè 4A1B1K1 = 4C1D1K1, òî
∠A1B1K1 = ∠D1C1K1. ∠ADC = ∠A1D1C1 = β. 4ADC = 4A1D1C1 çà ñòîðîíîþ AD = A1D1

i ðiâíèìè ïðèëåãëèìè äî íå¨ êóòàìè. Îòæå, ∠DCA = ∠D1C1A1. Òîìó AC = A1C1 i
∠BCA = ∠B1C1A1. Òîäi 4ABC = 4A1B1C1 çà ïåðøîþ îçíàêîþ ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ.

111. Íåõàé A ñïiëüíà òî÷êà ðiçíèõ ïðÿìèõ (a) i (b) i äåÿêà ïðÿìà (c) ïåðåòèíà¹ ïðÿìó (b)

ó òî÷öi B, à ïðÿìó (a) ó òî÷öi C. Òî÷êè A, B i C � ðiçíi i íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié. Çãiäíî
ç àêñiîìàìè çâ'ÿçêó ÷åðåç òî÷êè A, B i C ïðîõîäèòü ¹äèíà ïëîùèíà (ABC). Öÿ ïëîùèíà
ìiñòèòü ïðÿìi (a), (b) i (c), îñêiëüêè, ÿêùî ïëîùèíà ìà¹ äâi ñïiëüíi òî÷êè ç ïðÿìîþ, òî âñi
òî÷êè öi¹¨ ïðÿìî¨ íàëåæàòü ïëîùèíi.

112. Íåõàé òî÷êà B íå íàëåæèòü ïðÿìié (a), à äåÿêà ïðÿìà (b) ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó B

i ïåðåòèíà¹ ïðÿìó (a) ó òî÷öi A. Îñêiëüêè òî÷êè A i B ðiçíi, òî ïðÿìi (a) i (b) òåæ ðiçíi i
ïåðåòèíàþòüñÿ. Çà àêñiîìîþ C3 iñíó¹ ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü ïðÿìi (a) i (b). Âèñíîâîê âiðíèé
äëÿ äîâiëüíî¨ ïðÿìî¨ (b), ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó B i ïåðåòèíà¹ ïðÿìó (a). ßêùî ÿêàñü
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iíøà ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó B i ïåðåòèíà¹ ïðÿìó (a) ó òî÷öi C, òî òî÷êè A, B i
C íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié, ðiçíi i òîìó âèçíà÷àþòü ¹äèíó ïëîùèíó (ABC). Î÷åâèäíî, ùî
ïëîùèíà (ABC) ñïiâïàäà¹ ç ïëîùèíîþ, ÿêà ìiñòèòü ïðÿìi (a) i (b).

113. Íåõàé ïðÿìà (c) ïåðåòèíà¹ ïàðàëåëüíi ïðÿìi (a) i (b) ó òî÷êàõ A i B âiäïîâiäíî.
Òî÷êè A i B � ðiçíi. Òîìó ïðÿìi (a) i (c) � ðiçíi i ïåðåòèíàþòüñÿ, à òàêîæ ïðÿìi (b) i (c) �
ðiçíi i ïåðåòèíàþòüñÿ. Çãiäíî ç àêñiîìîþ C3, iñíóþòü òàêi ïëîùèíè: (α), ÿêà ìiñòèòü ïðÿìi
(a) i (c) òà (β), ÿêà ìiñòèòü ïðÿìi (b) i (c). ßêùî (γ) � ïëîùèíà, â ÿêié ëåæàòü ïàðàëåëüíi
ïðÿìi (a) i (b), òî ïëîùèíè (α) i (γ) çáiãàþòüñÿ i òîìó (α) ñïiâïàäà¹ ç (β).

114. Íi, áî ÿêáè òàêà ïðÿìà (c) iñíóâàëà, ùîá (a)‖(c) i (b)‖(c), òî òîäi ïðÿìà (a) áóëà áè
ïàðàëåëüíîþ äî ïðÿìî¨ (b). Òîäi ïðÿìi (a) i (b) íàëåæàëè á îäíié ïëîùèíi, à öå ñóïåðå÷èòü
óìîâi çàäà÷i.

115. ×åðåç äàíó òî÷êó ïîòðiáíî ïðîâåñòè ¹äèíó ïðÿìó ïàðàëåëüíî ïðÿìié ïåðåòèíó äàíèõ
ïëîùèí. Çà àêñiîìîþ Åâêëiäà òàêà ïðÿìà íàëåæèòü ïëîùèíi, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ äàíîþ òî÷êîþ
i ïðÿìîþ ïåðåòèíó çàäàíèõ ïëîùèí.

116. Íåõàé òî÷êà A íå ëåæèòü ó ïëîùèíi (α). Ïðîâåäåìî ÷åðåç íå¨ äâi ðiçíi ïðÿìi (a)

i (b) ïàðàëåëüíî ïëîùèíi (α). Îñêiëüêè ïðÿìi (a) i (b) ïåðåòèíàþòüñÿ, òî çà àêñiîìîþ C3

iñíó¹ ¹äèíà ïëîùèíà (β), ÿêà ¨õ ìiñòèòü. Ïëîùèíè (α) i (β) ïàðàëåëüíi, áî (a)‖(α) i òîìó
ó ïëîùèíi (α) iñíó¹ ïðÿìà (a′)‖(a). Àíàëîãi÷íî, (b)‖(α) i òîìó ó ïëîùèíi (α) iñíó¹ ïðÿìà
(b′)‖(b). Îñêiëüêè ïðÿìi (a) i (b) ïåðåòèíàþòüñÿ, òî i ïàðàëåëüíi ¨ì ïðÿìi (a′) i (b′) ó ïëîùè-
íi (α) ïåðåòèíàþòüñÿ. Òîäi çà îçíàêîþ ïàðàëåëüíîñòi, ïëîùèíè (α) i (β) ïàðàëåëüíi. Òîìó
êîæíà ïðÿìà, ÿêà íàëåæèòü ïëîùèíi (β), áóäå ïàðàëåëüíîþ ïëîùèíi (α). Ñåðåä íèõ öi¹þ æ
âëàñòèâiñòþ âîëîäiþòü óñi òi ïðÿìi ïëîùèíè (β), ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó A.

117. ßêùî ïëîùèíà (α) ìiñòèòü ñåðåäèíó C âiäðiçêà AB i A1 òà B1 � îñíîâè ïåðïåí-
äèêóëÿðiâ, îïóùåíèõ, âiäïîâiäíî, ç òî÷îê A i B íà ïëîùèíó (α), òî iñíó¹ ïëîùèíà (β), ÿêà
ìiñòèòü òî÷êè A, A1, B, B1. Ïëîùèíà (β) ïåðåòèíà¹ ïëîùèíó (α) ïî ïðÿìié (A1B1), ÿêà ìi-
ñòèòü ñåðåäèíó C âiäðiçêà AB. Iç ïðÿìîêóòíèõ òðèêóòíèêiâ AA1C òà BB1C, ÿêi ðiâíi, áî
AC = CB � ðiâíi ïîõèëi, à A1C = B1C � ðiâíi ¨õ ïðîåêöi¨ íà ïëîùèíó (α), çà íàñëiäêîì
òåîðåìè Ïiôàãîðà ìà¹ìî, ùî AA1 = BB1.

118. Äîïóñòèìî, ùî ÷åðåç òî÷êó A, ÿêà íå ëåæèòü ó ïëîùèíi (α), ïðîõîäèòü äâi ðiçíi
ïðÿìi (AB) i (AC), êîæíà ç ÿêèõ ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè (α) i ïåðåòèíà¹ ¨¨, âiäïîâiäíî,
ó òî÷êàõ B i C. Òî÷êè A, B i C íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié i òîìó iñíó¹ ¹äèíà ïëîùèíà
(ABC), ÿêà ¨õ ìiñòèòü. Îñêiëüêè (AB) i (AC) ïåðïåíäèêóëÿðíi äî ïëîùèíè (α), òî îáèäâi öi
ïðÿìi ïåðïåíäèêóëÿðíi ïðÿìié (BC), ÿêà ¹ ñïiëüíîþ ïðÿìîþ ïëîùèí (α) i (ABC). Ó 4ABC

ïëîùèíè (ABC) äâà âíóòðiøíi êóòè � ïðÿìi, à öå ñóïåðå÷èòü àêñiîìi Åâêëiäà, òî÷íiøå, ¨¨
åêâiâàëåíòó � òâåðäæåííþ ïðî ñóìó âíóòðiøíiõ êóòiâ äîâiëüíîãî òðèêóòíèêà.

119. ßêùî ïðÿìà (a) íå ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè (α) i ìà¹ ç íåþ ¹äèíó ñïiëüíó
òî÷êó, òî ¹äèíà øóêàíà ïëîùèíà � òà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìó (a) i ïåðïåíäèêóëÿð, ïðî-
âåäåíèé ÷åðåç áóäü-ÿêó òî÷êó ïðÿìî¨ (a) äî ïëîùèíè (α). Öåé ïåðïåíäèêóëÿð íå ñïiâïàëà¹ ç
ïðÿìîþ (a) i òîìó çà àêñiîìîþ C3 òàêà ïëîùèíà iñíó¹. ßêùî æ ïðÿìà (a) ïåðïåíäèêóëÿðíà
äî ïëîùèíè (α), òî áóäü-ÿêà ïëîùèíà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìó (a), áóäå, çãiäíî ç îçíàêîþ
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïëîùèí, ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî ïëîùèíè (α). ßêùî æ ïðÿìà (a) íàëå-
æèòü ïëîùèíi (α) àáî ïàðàëåëüíà äî íå¨, òî ó ïåðøîìó âèïàäêó, âñòàíîâèâøè ïåðïåíäèêóëÿð
äî (α) ó äåÿêié òî÷öi ïðÿìî¨ (a), îòðèìó¹ìî ïëîùèíó (ÿêà ìiñòèòü ïðÿìó (a) i ïîáóäîâàíèé
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äî ïëîùèíè (α) ïåðïåíäèêóëÿð) � øóêàíó; à ó äðóãîìó âèïàäêó ç äîâiëüíî¨ òî÷êè ïðÿìî¨ (a)

îïóñêà¹ìî ïåðïåíäèêóëÿð íà ïëîùèíó (α). Âií ðàçîì ç ïðÿìîþ (a) çà àêñiîìîþ C3 îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹ øóêàíó ïëîùèíó.

120. Î÷åâèäíî, ùî çàäà÷à âòðà÷à¹ çìiñò, ÿêùî ïðÿìà (a) ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè
(α). Ó âñiõ iíøèõ âèïàäêàõ íåõàé ïðÿìà (b) ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè (α) i ïåðåòèíà¹
ïðÿìó (a) ó òî÷öi B. Òîäi ïðÿìi (a) i (b) ðiçíi, âîíè ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷öi B. Òîìó çà àêñiîìîþ
C3 iñíó¹ ¹äèíà ïëîùèíà (β), ÿêà ìiñòèòü îáèäâi öi ïðÿìi. ßêùî (c) � äîâiëüíà ïðÿìà, ÿêà
ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè (α) i ïåðåòèíà¹ ïðÿìó (a) ó òî÷öi C, òî âîíà ïàðàëåëüíà äî
ïðÿìî¨ (b). Ïëîùèíà, ÿêà ìiñòèòü ïàðàëåëüíi ïðÿìi (b) i (c), çáiãà¹òüñÿ ç ïëîùèíîþ (β). Òîìó
âñi ïðÿìi, ÿêi ïåðïåíäèêóëÿðíi äî ïëîùèíè (α) i ïåðåòèíàþòü ïðÿìó (a), ëåæèòü â îäíié
ïëîùèíi.
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